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Re´sume´
Le premier chapitre pre´sentera les principales techniques sur lesquelles sont base´s les travaux
expose´s dans ce me´moire : l’e´tude de l’application fre´quence, la mesure de la diffusion par analyse
en fre´quence et l’application de ces dernie`res a` l’e´tude de la dynamique globale d’un syste`me
plane´taire.
Dans le deuxie`me chapitre, je proposerai une introduction a` la re´sonance coorbitale. Apre`s
avoir expose´ quelques aspects historiques de l’existence d’orbites remarquables dans le proble`me
des trois corps (non restreint), je rappellerai certains points concernant la stabilite´ de ces solutions,
puis pre´senterai des re´sultats originaux ayant trait au proble`me moyen ainsi qu’aux bifurcations
des e´quilibres de Lagrange et d’Euler.
Apre`s avoir aborde´ la re´sonance coorbitale dans le cadre du proble`me des 3-corps, j’exposerai,
dans le troisie`me chapitre, les re´sultats obtenus sur la dynamique des troyens de Jupiter, ainsi
que certaines de leurs extensions. Les trajectoires des troyens seront e´tudie´s a` l’aide du proble`me
restreint de (n + 2)-corps, n correspondant au nombre de plane`tes du syste`me auxquelles on
ajoutera le Soleil et une particule test repre´sentant le troyen. L’essentiel du travail consistera
a` comprendre les structures dynamiques des essaims dans l’espace des fre´quences. Les re´sultats
de´couleront naturellement de cette e´tude. Je donnerai d’abord une classification des principales
re´sonances conditionnant la dynamique des essaims. Je montrerai ensuite comment cette structure
re´sonante influence la dynamique a` long terme des essaims de Jupiter et en particulier leur e´rosion
engendre´e par des phe´nome`nes de diffusion. Je terminerai ce chapitre en abordant la question de
la modification de la structure re´sonante, et par conse´quent de la stabilite´ de l’essaim, sous l’effet
de la modification de la ge´ome´trie du syste`me plane´taire.
Le quatrie`me chapitre regroupera mes travaux effectue´s sur la rotation des corps en re´sonance
coorbitale. Je de´buterai ce chapitre en pre´sentant l’approche ge´ne´rale de la rotation en re´sonance
coorbitale qui nous a conduit a` distinguer trois grandes classes dynamiques de syste`mes en fonc-
tion de leurs masses et des valeurs des moments d’inertie des corps qui les composent. Pour deux
de ces classes apparaˆıt un nouveau type de re´sonance spin-orbit qui peut conduire a` des rotations
chaotiques. Pour l’autre classe, a` laquelle appartiennent les satellites de Saturne Janus, Epime´the´e,
He´le`ne, Polydeuces, Te´thys et Calypso, on retrouvera les re´sonances spin-orbit habitu-elles per-
turbe´es par le mouvement coorbital. C’est a` la rotation de ces six satellites que seront consacre´s
les derniers paragraphes du quatrie`me chapitre.
Je terminerai cet expose´ en proposant quelques extensions et applications possibles des travaux
et me´thodes pre´sente´s dans ce me´moire.
Abstract
The first chapter describes the main methods on which this work is based : the study of
frequency maps, the measurement of diffusion in the frequency space, and their applications to
the global dynamics of planetary systems.
In the second chapter, I propose an introduction to the coorbital resonance. After a brief
historic outline of the existence of remarkable orbits in the three-body problem, I recall a few
points concerning the stability of these solutions. Then, I present original results related to the
averaged problem and to the bifurcations of the Euler and Lagrange equilibria.
After having tackled the coorbital resonance in the three-body problem framework, I present
in the third chapter my results concerning the dynamics of the jovian Trojans and some of its
extension. The trajectory of the Trojans is studied using the (n+2)-body problem, n being the
number of planets composing the system to which the Sun and a test-particle representing the
Trojan are added. Several results arise from the study of the dynamics in the frequency space.
First, I give a classification of the main resonances which control the dynamics of the swarms.
Then, I show how the resonant structure influences the long-term dynamics and especially the slow
erosion of Jupiter’s swarms caused by diffusion. I end this chapter by addressing the stability of
swarms with respect to a modification of the resonant structure which is governed by the geometry
of the planet system.
The fourth chapter includes my results on the rotation of bodies in coorbital resonance. I begin
with a presentation of the general approach that led us to distinguish three different dynamical
classes of system according to the masses and the moments of inertia of their components. In two
of these classes, a new kind of spin-orbit resonance can lead to chaotic rotations. In the third one,
which includes Saturn’s satellites Janus, Epimetheus, Helene, Polydeuces, Tethys, and Calypso,
we find the usual spin-orbit resonances perturbed by the coorbital motion of the bodies. The last
paragraph of the chapter is devoted to the rotation of these six satellites.
The end of the manuscript proposes some possible extensions and applications of the work and
the methods presented in this thesis.
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Tous sont relie´s a` la re´sonance coorbitale. L’article [ 1 ] aborde de manie`re analytique la dy-
namique du proble`me plane´taire des 3-corps en re´sonance orbitale 1:1. Une approche nume´rique
de la dynamique a` long-terme des essaims de troyens est expose´e dans [ 2 ] et [ 3 ]. La rotation de
corps en re´sonance coorbitale est e´tudie´e dans les trois derniers articles.
Dans le premier chapitre, je pre´senterai les principales techniques sur lesquelles sont base´s
les travaux expose´s dans ce me´moire, a` savoir : l’e´tude de l’application fre´quence, la mesure de
la diffusion par analyse en fre´quence et l’application de ces dernie`res a` l’e´tude de la dynamique
globale d’un syste`me plane´taire. Je pre´senterai d’abord le cas ou` l’application fre´quence est une
fonction d’une variable re´elle ainsi qu’une application a` l’analyse des instabilite´s a` court terme
induites par les re´sonances en moyen mouvement (Robutel et Laskar, 2001). Puis l’application
fre´quence prendra ses valeurs dans R3 avec une illustration a` l’e´tude de la dynamique se´culaire
de la ceinture principale d’aste´ro¨ıdes. C’est au chapitre 3 que l’analyse de l’application fre´quence
re´ve´lera toute sa force avec sa mise en pratique a` l’e´tude de la dynamique des essaims de troyens
de Jupiter.
Avant d’entrer dans des conside´rations techniques sur la dynamique des troyens, j’ai souhaite´
pre´senter une introduction a` la re´sonance coorbitale. Le chapitre 2 exposera d’abord quelques
aspects historiques de l’existence d’orbites particulie`res dans le proble`me de trois corps (non
restreint), puis certains points concernant la stabilite´ et les fre´quences de ces solutions y seront
rappele´s, ils nous seront utiles tout au long de ce me´moire. J’y pre´senterai enfin des re´sultats
originaux, tire´s de [ 1 ], qui auront trait au proble`me moyen ainsi qu’aux bifurcations des e´quilibres
de Lagrange et d’autres orbites remarquables du proble`me des 3-corps.
Apre`s avoir aborde´ la re´sonance coorbitale dans le cadre du proble`me des 3-corps, j’exposerai
au chapitre 3 les re´sultats obtenus dans [ 2 ] sur la dynamique des troyens de Jupiter, ainsi que
leurs extensions publie´es dans [ 3 ]. Les trajectoires des troyens seront e´tudie´s a` l’aide du proble`me
restreint de n+2-corps, n correspondant au nombre de plane`tes du syste`me auxquelles on ajoutera
le Soleil et une particule test repre´sentant le troyen. L’essentiel du travail consistera a` comprendre
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les structures dynamiques des essaims dans l’espace des fre´quences en ayant recours aux outils
et me´thodes pre´sente´s au chapitre 1. Les re´sultats de´couleront naturellement de cette e´tude. Je
donnerai d’abord une classification des principales re´sonances conditionnant la dynamique de
essaims. Cette classification, qui a e´te´ reprise par plusieurs auteurs (voir en particulier Hou et al.,
2014a) a d’abord e´te´ esquisse´e dans Robutel et al. (2005), puis syste´matise´e dans le cadre des
essaims de troyens de Jupiter dans [ 2 ] et enfin e´nonce´e dans son cas le plus ge´ne´ral dans [ 3 ].
Je montrerai ensuite comment cette structure re´sonante influence la dynamique a` long terme des
essaims de Jupiter et en particulier leur e´rosion engendre´e par des phe´nome`nes de diffusion. Je
terminerai ce chapitre en abordant la question de la modification de la structure re´sonante et par
conse´quent de la stabilite´ de l’essaim sous l’effet de la modification de la ge´ome´trie du syste`me
plane´taire.
Je pre´senterai au chapitre 4 les travaux effectue´s sur la rotation des corps en re´sonance co-
orbitale publie´s dans [ 4 ], [ 5 ] et [ 6 ]. Mon inte´reˆt pour cette question a e´te´ suscite´ par l’article
de Tiscareno et al. (2009) dans lequel les auteurs exposaient leurs re´sultats portant sur les me-
sures des amplitudes de la libration en longitude (petites oscillation par rapport a` la rotation
synchrone) de Janus et d’Epime´the´e obtenues a` partir d’images de la sonde Cassini. Dans le but
de comprendre et d’interpre´ter ces travaux, nous avons, avec Nicolas Rambaux, e´tudie´ l’influence
du mouvement orbital bien particulier de ces satellites sur leur rotation en supposant, comme
Tiscareno, que cette dernie`re e´tait synchrone. Ce n’est que plus tard, lors d’une e´tude bien plus
ge´ne´rale de´crite dans [ 4 ], que nous avons compris avec Alexandre Correia, que la synchronisation
n’e´tait pas ne´cessairement la seul issue pour la rotation des corps en re´sonance coorbitale gravitant
a` proximite´ du corps central du syste`me ou` ils subissent des dissipations de mare´es (e´toile dans le
cas de la rotation de plane`tes, plane`tes pour la rotation de satellites).
Je de´buterai ce chapitre en pre´sentant cette approche ge´ne´rale de la rotation en re´sonance
coorbitale retrace´e dans [ 4 ] qui nous a` conduit a` distinguer trois grandes classes de syste`mes en
fonction de leurs masses et des valeurs des moments d’inertie de leurs composantes. Pour deux
de ces classes apparaˆıt un nouveau type de re´sonance spin-orbit pouvant conduire a` des rotations
chaotiques. Pour l’autre classe, a` laquelle appartiennent les satellites de Saturne Janus, Epime´the´e,
He´le`ne, Polydeuces, Te´thys et Calypso, on retrouvera les re´sonances spin-orbit habituelles per-
turbe´es par le mouvement coorbital. C’est a` la rotation de ces six satellites que seront consacre´s
les derniers paragraphes du chapitre 4.
Je terminerai cet expose´ en proposant, au chapitre 5, quelques extensions et applications
possibles des travaux et me´thodes pre´sente´s dans ce me´moire.
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Chapitre 1
De la dynamique a` court terme aux
re´sonances se´culaires
1.1 L’application fre´quence : de´finition et re´alisation nume´rique
Conside´rons un syste`me hamiltonien presque inte´grable posse´dant n degre´s de liberte´ et notons
Hε(I, θ) = H0(I)+εH1(I, θ) le hamiltonien correspondant, H e´tant une fonction analytique re´elle
de´finie sur (I, θ) ∈ Bn×Tn, Bn un domaine de Rn, et Tn le tore de dimension n. Pour le hamiltonien
non perturbe´ H0, la construction de l’application fre´quence est imme´diate. En effet, le syste`me
diffe´rentiel associe´ s’e´crivant
I˙j = 0 , θ˙j =
∂H0
∂Ij
(I) = ωj(I) ,∀j ∈ {1, . . . , n}, (1.1)
ses solutions s’e´crivent zj(t) = zj,0e
iωjt avec zj = Ije
i θj . Il s’agit donc de trajectoires quasi-
pe´riodiques s’enroulant sur les tores d’e´quation Ij = |zj(0)| dont le vecteur fre´quence est donne´
par ω(I) = (ω1(I), · · · , ωn(I)). Si le hamiltonien H0 est non de´ge´ne´re´, au sens ou` :
det
(
∂ω
∂I
(I)
)
= det
(
∂2H0
∂I2
(I)
)
6= 0 (1.2)
l’application fre´quence de´finie par
F :
{
Bn −→ Ω ⊂ Rn
I −→ ω (1.3)
re´alise, au moins localement, un diffe´omorphisme de Bn sur son image Ω = F (Bn) dans l’espace
des fre´quences. Les tores sont alors aussi bien parame´tre´s par les actions I que par les fre´quences
ω.
Pour un syste`me perturbe´ mais non de´ge´ne´re´ 1, la the´orique KAM affirme que pour ε suffisam-
ment petit, il existe un ensemble de Cantor note´ Ωε ⊂ Ω constitue´ de vecteurs fre´quence ve´rifiant
une condition diophantienne de la forme
|k · ω| > κε/|k|τ avec τ < n− 1 (1.4)
pour lequel les tores du proble`me non perturbe´ persistent sous l’effet de la perturbation, en
e´tant e´ventuellement de´forme´s. Comme dans le cas non perturbe´, il y a toujours bijection entre les
fre´quences de Ωε et les actions parame´trant les tores subsistant apre`s perturbation. Contrairement
au cas inte´grable, l’application fre´quence n’est plus de´finie sur Bn, mais sur un sous-ensemble
discret de type Cantor de ce dernier. Il est malgre´ tout possible de prolonger cette bijection sur un
1. On trouvera dans Hanssmann (2011) des conditions de non-de´ge´ne´rescence plus faibles que celles donne´es par
(1.2) pour lesquelles on peut encore appliquer les the´ories KAM.
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ensemble  continu  contenant l’ensemble en question. Ainsi, Po¨schel (1982) (voir aussi Laskar,
1999) montre l’existence d’un diffe´omorphisme
Ψ :
{
Tn × Ω −→ Tn × Bn
(ϕ, ω) −→ (θ, I) (1.5)
analytique en la variable ϕ et C∞ en ω, qui transforme, sur Tn × Ωε, les e´quations canoniques
associe´es a` Hε en
ω˙j = 0, ϕ˙j = ωj ∀j ∈ {1, · · · , n}. (1.6)
Si, pour terminer, on fixe la valeur des angles θ ∈ Tn a` des quantite´s arbitraires θ0, on peut de´finir
une application fre´quence de la manie`re suivante :
Fθ0 :
{
Bn −→ Ω
I −→ ΠΩ ◦Ψ−1(θ0, I) (1.7)
ΠΩ e´tant le projecteur de Tn × Ω sur Ω. Ainsi de´finie, l’application fre´quence de´pend des valeurs
choisies pour θ0, mais si la perturbation est suffisamment petite, la non-de´ge´ne´rescence de H0
garantie que si (θ1, I1) et (θ2, I2) appartiennent au meˆme tore de KAM, on a Fθ1(I1) = Fθ2(I2).
En d’autres termes, sur un tore donne´, la valeur de l’application fre´quence Fθ0 est inde´pendante
de θ0. Cette proprie´te´ sera utilise´e de manie`re cruciale au paragraphe 3.4 afin de positionner les
troyens observe´s par rapport aux structures re´sonantes des essaims de troyens de Jupiter.
Afin d’e´tudier l’application fre´quence dans un cas concret, il convient de de´terminer, ou plus
modestement d’approcher, les fre´quences fondamentales des solutions quasi-pe´riodiques. Pour ce
faire, l’algorithme nume´rique NAFF (Laskar, 1990, 1999) fournit, a` partir de la donne´e sur un
intervalle de temps [−T, T ] d’une fonction a` valeur complexe, une approximation quasi-pe´riodique
de cette dernie`re. Ainsi, pour une fonction f a` valeur dans C, l’approximation obtenue prend la
forme
f(t) ≈
N∑
p=1
ape
iωpt, ∀t ∈ [−T, T ] (1.8)
ou` les nombres complexes ap sont ordonne´s par valeurs de´croissantes de leur module. Un re´sultat
important (Laskar, 1999) vient donner un sens pre´cis a` l’approximation nume´rique de l’application
fre´quence. Sans entrer dans les de´tails, ce re´sultat prouve que, si l’on conside`re une solution quasi-
pe´riodique vivant sur un tore de KAM, l’e´cart entre ses fre´quences fondamentales et leur approxi-
mation sur l’intervalle de temps [−T, T ] est d’ordre T−q, ou` q est un entier positif de´pendant de
l’algorithme de calcul des fre´quences 2. Ainsi, les fre´quences fondamentales approche´es convergent
vers les fre´quences KAM quand la longueur de l’intervalle d’approximation tend vers l’infini.
Inte´ressons-nous maintenant aux relations entre la re´gularite´ de la dynamique du proble`me e´tudie´
et celle de l’application fre´quence. Supposons avoir de´termine´ une dure´e T telle que l’analyse
des trajectoires sur l’intervalle [−T, T ] fournisse une bonne approximation des fre´quences fonda-
mentales (pour des trajectoires quasi-pe´riodiques). Alors, d’apre`s Laskar (1999), quel que soit le
re´el τ fixe´, l’approximation des fre´quences fondamentales d’une trajectoire quasi-pe´riodique ob-
tenue sur l’intervalle de temps [τ − T, τ + T ] est inde´pendante de τ . L’inte´reˆt majeur de cette
proprie´te´ est que si deux de´terminations des fre´quences fondamentales d’une trajectoire sont si-
gnificativement diffe´rentes, cette trajectoire ne peut eˆtre quasi-pe´riodique. De plus, les e´ventuelles
variations par rapport a` τ des fre´quences calcule´es sur l’intervalle [τ − T, τ + T ] peuvent mettre
en e´vidence des phe´nome`nes de diffusion dans l’espace des fre´quences, et donc dans l’espace des
phases. Une deuxie`me proprie´te´ de l’application fre´quence est essentielle a` l’e´tude de la re´gularite´
de la dynamique. Cette proprie´te´ affirme que l’application fre´quence est re´gulie`re sur l’ensemb
tores invariants (elle re´alise un diffe´omorphisme entre l’ensemble des actions appartenant aux
tores de KAM et son image dans l’espace des fre´quences), ainsi ses singularite´s indiquent l’ab-
sence (la destruction) de tores invariants et des solutions quasi-pe´riodiques qu’ils supportent. Les
de´finitions et proprie´te´s e´nonce´es ci-dessus seront utilise´es tout au long de ce me´moire.
2. L’approximation quasi-pe´riodique est obtenue par de´composition orthogonale et l’entier q est lie´ au choix du
produit scalaire. Dans la majeure partie des re´sultats pre´sente´s plus loin, q est e´gal a` 4.
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1.2 Application fre´quence et proble`me restreint des N + 2-corps
Il s’agit ici d’une premie`re approche de l’e´tude de la dynamique globale d’un syste`me plane´taire.
Nous y mettons a` profit l’analyse de l’application fre´quence dans un cadre tre`s simple. On
s’inte´resse ici a` la dynamique de particules tests (corps n’influenc¸ant pas le mouvement des
plane`tes) e´voluant dans un syste`me plane´taire donne´, par exemple les aste´ro¨ıdes du syste`me
solaire. Si l’on suppose que le syste`me, qui comporte N plane`tes, est re´gulier au sens ou` les
trajectoires plane´taires sont quasi-pe´riodiques 3, si nous supposons e´galement que notre syste`me
plane´taire est en dehors de toute re´sonance en moyen mouvement, les fre´quences fondamentales
du syste`me se de´composeront en deux sous-ensembles distincts : les moyens mouvements propres
n = (n1, · · · , nN ) et les fre´quences propres se´culaires g = (g1, · · · , gN ) lie´es aux pre´cessions
des pe´rihe´lies et s = (s1, · · · , sN ) associe´es aux mouvement des nœuds. Si les moyens mouve-
ments propres sont d’ordre 1, les fre´quences se´culaires sont quant a` elles d’ordre ε, avec ε =
max(m1/m0, · · · ,mN/m0), les mj e´tant les masses des plane`tes et m0 celle de l’e´toile centrale.
Le mouvement des plane`tes e´tant donne´, on peut aise´ment ramener le proble`me a` un syste`me
hamiltonien a` 3 degre´s de liberte´ de´pendant quasi-pe´riodiquement du temps ou` les fre´quences
associe´es a` la de´pendance temporelle sont celles du syste`me plane´taire, fixe´es une fois pour toutes.
L’espace des fre´quences est ainsi re´duit a` un ensemble de dimension 3. Pour chaque trajectoire
quasi-pe´riodique, ou proche de l’eˆtre, on peut choisir comme fre´quences le triplet (n, g, s) ou` la
premie`re composante est le moyen mouvement propre et les deux autres, les fre´quences se´culaires
propres lie´es, comme pour les plane`tes, au mouvement du pe´riastre et nœud ascendant. A l’instar
des fre´quences plane´taires, n sera d’ordre 1 alors que g et s seront d’ordre ε.
La construction d’une application fre´quence posse´dant les proprie´te´s de paragraphe pre´ce´dent
est un peu de´licate. En effet, si l’on veut proce´der de la meˆme manie`re, il faut d’abord uti-
liser un syste`me de coordonne´es actions-angles d’un proble`me inte´grable non de´ge´ne´re´. Pour
mode´liser le mouvement de la particule, on dispose du proble`me de Kepler, mais toutes ses orbites
(borne´es) e´tant pe´riodiques, ce proble`me est fortement de´ge´ne´re´. Un moyen classique de lever
cette de´ge´ne´rescence est d’approcher la partie se´culaire de la perturbation par une forme normale,
comme l’ont fait Milani et Knezevic´ (1990) pour le calcul des e´le´ments propres des aste´ro¨ıdes 4.
Mais, de manie`re plus pragmatique, on peut s’inte´resser a` l’application
Fθ0 : (a, e, I) 7−→ (n, g, s), θ0 = (λ,$,Ω) fixe´, (1.9)
ou` (λ,$,Ω, a, e, I) sont les e´le´ments elliptiques du petit corps et (λj , $j ,Ωj , aj , ej , Ij) ceux de
la jie´me plane`te. Bien que ne ve´rifiant pas exactement les proprie´te´s e´nonce´es au paragraphe
1.1, cette application posse`de le double avantage d’avoir une de´finition simple et claire et de
pouvoir eˆtre approxime´e nume´riquement de manie`re e´le´mentaire, ce que ne serait pas le cas d’une
construction base´e sur une forme normale. Le fait que les variables (λ,$,Ω, a, e, I) ne soient pas
des variables action-angle peut, entre autre, engendrer un proble`me de non surjectivite´ de Fθ0 que
nous retrouverons au paragraphe 3.2, mais localement, tout se passera comme si les hypothe`ses
du paragraphe 1.1 e´taient ve´rifie´es.
1.3 Instabilite´s a` court terme et re´sonances en moyen mouve-
ment
La premie`re application des me´thodes pre´sente´es ci-dessus est consacre´e a` la construction
d’une cartographie dynamique du syste`me solaire, elle fait l’objet de l’article de Robutel et Laskar
(2001). La me´thode employe´e ici est simple et efficace. Plutoˆt que d’e´tudier l’application fre´quence
Fθ0 de´finie par (1.9), nous en e´tudions la projection sur la premie`re coordonne´e restreinte a` la
3. Si ce n’est pas exactement le cas, on pourra toujours prendre une approximation quasi-pe´riodique sur un
temps fini.
4. On peut en trouver un expose´ synthe´tique dans (Morbidelli, 2002, chapitre 8).
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Figure 1.1 – Carte de stabilite´ du Syste`me solaire dans le plan (a0, e0) pour I0 = λ0 = $0 = Ω0 = 0. Adaptation
de la figure 2 de Robutel et Laskar (2001). Les couleurs correspondent aux diffe´rentes valeurs de log10 |1−n(2)/n(1)|,
le noir aux re´sonances en moyen mouvement et le blanc aux particules e´jecte´es en cours de calcul. Les courbes
violettes mate´rialisent les lieux de collision des petits corps avec une des plane`tes.
premie`re composante de l’espace de de´part, a` savoir celle des demi-grands axes, les autres e´le´ments
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elliptiques de la particule e´tant fixe´s. En d’autres termes, il s’agit de l’application
F e,Iθ0 : a 7−→ n (1.10)
Cette simplification entraˆıne au moins deux avantages principaux. Tout d’abord elle permet
de limiter le temps d’inte´gration. En effet, les fre´quences fondamentales d’une solution (quasi-
pe´riodiques) sont de´termine´es nume´riquement par l’analyse en fre´quence de la trajectoire de´duite
de l’inte´gration nume´rique. Le rapport entre les fre´quences propres se´culaires et les moyens mou-
vements propres e´tant de l’ordre de ε, donc aux environs de 1/1000 dans le syste`me solaire,
l’intervalle de temps ne´cessaire a` de´terminer les fre´quences avec une pre´cision donne´e est bien
moindre pour les moyens mouvements que pour les fre´quences se´culaires. Si certains phe´nome`nes
agissant sur des e´chelles de temps longues, tels les phe´nome`nes se´culaires, e´chappent a` ce type
d’e´tude 5, les re´gions potentiellement stables a` long terme seront quant a` elles imme´diatement
localise´es.
Au-dela` de l’efficacite´ de la me´thode, le choix de l’application fre´quence F e,Iθ0 offre un deuxie`me
avantage. Contrairement a` ce qui a e´te´ dit plus haut sur l’application Fθ0 dont l’image est a` valeurs
dans R3, l’application F e,Iθ0 satisfait les proprie´te´s e´nonce´es au paragraphe 1.1. Effectivement, si
l’on ne´glige les perturbations plane´taires, la troisie`me loi de Kepler montre que cette application
re´alise une bijection entre les actions, ici le demi-grand axe, et les fre´quences, le moyen mouvement.
Pour une faible perturbation, on peut supposer que cette correspondance persiste, au moins entre
l’ensemble des demi-grands axes pour lesquels la trajectoire est quasi-pe´riodique et son image. Ceci
fournit en particulier une manie`re simple de de´terminer le moyen mouvement propre : il suffira
de choisir la fre´quence du terme de plus grande amplitude dans l’approximation quasi-pe´riodique
de a exp(iλ) obtenue a` l’aide de la me´thode d’analyse en fre´quence 6. Un autre avantage de cette
me´thode est qu’elle permet d’identifier imme´diatement les re´sonances en moyen mouvement :
si dans une re´gion de l’espace des phases le moyen mouvement propre est constant, l’application
fre´quence n’y est manifestement pas injective. C’est que nous sommes a` l’inte´rieur d’une re´sonance
en moyen mouvement. La connaissance de la valeur de la fre´quence orbitale permet en ge´ne´ral
d’identifier la re´sonance. Dans le cas ou` il s’agit d’une re´sonance orbitale entre la particule test et
une des plane`tes, le meilleur approximant rationnel du rapport des moyens mouvements des deux
corps fournit en ge´ne´ral le re´sultat, meˆme si un bon usage de la troisie`me loi de Kepler peut souvent
permettre de conclure. En revanche, s’il s’agit d’une re´sonance en moyen mouvement impliquant
trois corps, d’une re´sonance se´culaire (voir paragraphe 1.4) ou encore d’une re´sonance secondaire
(voir le cas des troyens au chapitre 3), la connaissance des fre´quences fondamentales devient alors
un e´le´ment essentiel a` l’identification des re´sonances. Comme nous l’avons vu plus haut, l’e´tude
de la variation des fre´quences fondamentales au cours du temps nous livre une information autant
qualitative que quantitative sur la nature des trajectoires e´tudie´es. Elle nous permet e´galement
de  lire  la dynamique dans l’espace des fre´quences. C’est d’ailleurs sur ce dernier point que
repose l’analyse de la dynamique des essaims de troyens pre´sente´e au chapitre 3.
Mais pour le moment, limitons-nous a` l’e´tude de l’applications F e,Iθ0 et a` son application a`
la dynamique d’un petit corps dans le syste`me solaire. Les re´sultats les plus frappants de cette
e´tude sont regroupe´s sur la figure 1.1. Cette figure pre´sente une carte dynamiques du syste`me
solaire dans le plan (a, e). Pour re´aliser cette carte, 192 000 particules test ont e´te´ inte´gre´es. Les
conditions initiales de chaque petit corps sont choisies dans le plan (a, e), avec 0.38 ≤ a ≤ 90 u.a.
et 0 ≤ e ≤ 0.9, les autres conditions initiales e´tant donne´es par λ = $ = Ω = 0, et I = 0, le
plan de re´fe´rence e´tant le plan invariant du syste`me solaire 7. Les conditions initiales des plane`tes
sont rapporte´es au plan invariant a` la date J2000. Chaque particule est inte´gre´e durant 500 0000
ans dans le champ gravitationnel des 8 plane`tes du syste`me solaire si elle est a` l’inte´rieur de
5. Il est, dans une certaine mesure, possible de lire l’effet des re´sonances se´culaires principales sur le moyen
mouvement propre. La bande verticale orange (instable) visible la figure 1.1 a` 2 u.a. est lie´e a` la pre´sence de la
re´sonance en moyen mouvement 4:1 avec Jupiter, mais surtout a` celle de le re´sonance se´culaire g = g6.
6. Comme nous le constaterons aux paragraphes 1.4 et 3.2, les fre´quences se´culaires ne se de´terminent pas
toujours aussi simplement.
7. Plan perpendiculaire au moment cine´tique total passant par le Soleil.
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l’orbite de Jupiter, et durant 2 millions d’anne´es avec uniquement les plane`tes ge´antes si elle se
trouve initialement sur ou a` l’exte´rieur de l’orbite de Jupiter. Si le petit corps est e´jecte´ ou entre
en collision avec un des corps massifs, sa position initiale est indique´e en blanc sur la figure.
Dans le cas inverse, sa localisation est indique´e soit en noir, soit d’une couleur allant du bleu
fonce´ en rouge suivant le code de´fini au bas de la figure. Ces couleurs renseignent sur la nature
quasi-pe´riodique de la trajectoire, elles indiquent la valeur de la variation temporelle du moyen
mouvement propre au cours de l’inte´gration. En pratique la diffusion en fre´quence est e´value´e par
l’indice de diffusion donne´ par σ = 1 − n(2)/n(1), ou` n(1) et n(2) sont les moyens mouvements
propres de´termine´s sur deux intervalles de temps successifs. Le code de couleurs de la figure 1.1,
correspond aux diffe´rentes valeurs de log10 |σ|. Le bleu, σ < 10−6, correspond a` des valeurs de
diffusion de l’ordre de la pre´cision de la de´termination des fre´quences, donc a` des orbites stables.
L’instabilite´ augmente ensuite pour atteindre un re´gime fortement instable au dessus de 10−1, en
rouge. Notons que la variation temporelle des fre´quences fondamentales est e´galement lie´e aux
variations des actions au cours du temps. Ici, la troisie`me loi de Kepler montre qu’une variation
de fre´quence ∆n e´quivaut a` une variation du demi-grand axe ∆a telle que ∆nn ≈ −32 ∆aa .
Comme nous l’avons dit plus haut, a` l’inte´rieur d’une re´sonance orbitale, le moyen mouvement
propre est constant. En pratique, ce n’est pas exactement le cas : certaines instabilite´s, engendre´es
par exemple par des re´sonances secondaires, peuvent induire de faibles variations temporelles de
n, mais ces dernie`res ne sont pas comparables aux variations subies au voisinage des re´sonances
orbitales et en particulier au franchissement de leurs se´paratrices. Bien qu’il soit possible d’uti-
liser la diffusion des moyens mouvements propres pour mettre en e´vidence certaines instabilite´s
internes aux re´sonances orbitales (voir la figure 1 de [ 3 ]), nous ne le ferons pas ici. Ainsi, quand
une trajectoire est en re´sonance orbitale, sa diffusion n’est pas calcule´e et la condition initiale
correspondante est indique´e en noir.
La figure 1.1, fournit une vision globale assez frappante du syste`me solaire tout en soulignant
la se´paration de ce dernier en trois structures dynamiques connecte´es par les re´sonances en moyen
mouvement. Ces structures sont particulie`rement visibles dans la ceinture de Kuiper situe´e au-
dela` de Neptune. En effet, mis a` part la ceinture d’aste´ro¨ıdes (entre 2 et 4 u.a) et essaims de
troyens de Jupiter, Uranus et Neptune, la re´gion du syste`me solaire inte´rieure aux plane`tes est
tre`s fortement instable. Cette instabilite´ est principalement due au recouvrement des re´sonances en
moyen mouvement entre les petits corps et les diffe´rentes plane`tes 8. Dans la ceinture de Kuiper, les
petits corps entrent principalement en re´sonance avec Neptune 9, ce qui simplifie leur re´partition
et permet de mettre a` jour les trois structures e´voque´es ci-dessus. La premie`re re´gion, la plus
instable, s’e´tend au-dessus de la ligne de collision avec Neptune (courbe violette issue du point
de coordonne´es a = 30, e = 0), l’indice de diffusion y est supe´rieur a` 10−1. Plus bas, dans les
re´gions bleues, pour de plus faibles excentricite´s, on trouve les trajectoires stables ou mode´re´ment
instables. Leur indice de diffusion est infe´rieur a` 10−6, c’est donc ici que l’on trouvera les zones
de stabilite´ a` long terme. Entre ces deux domaines se situe une re´gion instable engendre´e par le
recouvrement des re´sonances. Cette re´gion interme´diaire (vert, jaune) semble de´crire une mince
bande paralle`le a` la ligne de collision. Ces trois re´gions sont connecte´es par les re´sonance orbitales
indique´es en noir. Nous montrons au paragraphe 3.3, en prenant pour exemple la re´sonance 1:1, que
les re´sonances permettent effectivement des transitions entre les re´gions potentiellement stables a`
long terme et la re´gion de collision.
Revenons sur un point important. Pour de´finir l’application fre´quence, nous avons duˆ fixer la
valeur initiale des angles (voir paragraphe 1.1). Dans le cas du syste`me solaire, nous avons impose´
λ0 = $0 = Ω0 = 0. Mais ceci n’a que tre`s peu d’influence sur les re´sultats globaux. Evidemment,
par ce choix des conditions initiales, on peut couper une re´sonance en un endroit ou elle est plus
ou moins large (nous en donnons des exemples dans la section 4 de Robutel et Laskar, 2001) mais
ceci n’a pratiquement pas d’influence sur l’image globale de la dynamique du syste`me e´tudie´. Nous
8. Voir les de´tails de ce recouvrement dans la re´gion contenue entre les plane`tes ge´antes a` la section 3.2.1 de
Robutel et Laskar (2001).
9. On observe e´galement des resonances en l’aste´ro¨ıde et Saturne ou` encore Uranus. Elles sont regroupe´es dans
la table IV associe´e a` la figure 9 de Robutel et Laskar (2001).
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reviendrons sur ce point au paragraphe 3.4 au moment de placer les troyens observe´s par rapport
aux structures des essaims de Jupiter.
Signalons pour terminer que d’autres applications directes de la me´thode pre´sente´e dans ce pa-
ragraphe sont regroupe´es dans Robutel (2005) et Pilat-Lohinger et al. (2008), et qu’une application
au syste`me υ-Androme`de est re´alise´e dans Robutel et Laskar (2001).
1.4 Re´sonances se´culaires dans la ceinture d’aste´ro¨ıdes
Figure 1.2 – Re´sonances se´culaires dans la ceinture d’aste´ro¨ıdes. Le code de couleur est similaire a` celui de la figure
1.1.
Dans le paragraphe pre´ce´dent, nous nous sommes limite´s a` l’e´tude de la fre´quence fondamen-
tale orbitale : le moyen mouvement propre. Montrons maintenant quels sont les avantages apporte´s
par l’exploration de l’espace des fre´quences. Prenons pour exemple la ceinture d’aste´ro¨ıdes. Appli-
quons les meˆmes me´thodes que celles pre´sente´es au paragraphe pre´ce´dent en inte´grant la particule
test durant 2 millions d’anne´es au lieu de 500 000 ans comme ce qui a e´te´ fait pour la figure 1.1.
Les re´sultats sont regroupe´s sur la carte de stabilite´ visible sur la figure 1.2. Elle a e´te´ obtenue
de la meˆme manie`re que la carte du syste`me solaire, mais plutoˆt que de re´partir les conditions
initiales des petits corps dans le plan de coordonne´es (a, e), le plan (e, I) lui a e´te´ pre´fe´re´. C’est
en effet dans ce dernier que les principales re´sonances se´culaires sont visibles. Quant aux autres
conditions initiales, elles ont e´te´ fixe´es a` e0 = 0.1 et λ0 = $0 = Ω = 0. Au-dela` des re´sonances en
moyen mouvement qui s’identifient aux bandes verticales de haute diffusion, d’autres structures
instables, diagonales et horizontales, se de´tachent nettement. Il s’agit e´videmment de re´sonances
se´culaires dont la plus marquante est celle correspondant a` la relation g = g6. D’autres re´sonances
se´culaires moins visibles apparaissent e´galement, on pourra les comparer aux structures obtenues
par construction de formes normales par Milani et Knezevic´ (1990, 1992). On constate donc que
les instabilite´s engendre´es par les re´sonances se´culaires, qui agissent sur une e´chelle de temps
bien plus grande que les re´sonances orbitales, induisent e´galement une diffusion significative du
moyen mouvement propre. Mais c’est dans l’espace des fre´quences qu’apparaissent de manie`re
e´vidente toutes ces structures. Nous allons donc construire l’e´quivalant de la figure 1.2 dans l’es-
pace des fre´quences. Afin de re´aliser nume´riquement l’application qui aux actions (a, I) associe les
fre´quences (n, g, s), les e´le´ments initiaux e0 et λ0 = $0 = Ω e´tant fixe´s, il faut pouvoir de´terminer
les fre´quences se´culaires propres des aste´ro¨ıdes. Les fre´quences se´culaires g et s sont de´duites de la
de´composition quasi-pe´riodique des quantite´s e exp(i$) et sin(I/2) exp(iΩ). Contrairement a` n,
les fre´quences propres se´culaires ne sont pas ne´cessairement associe´es au terme de plus grande am-
plitude de la de´composition. Pour des aste´ro¨ıdes de faible excentricite´ ou inclinaison, les fre´quences
se´culaires dominantes sont plutoˆt des combinaisons line´aires des fre´quences se´culaires du syste`me
plane´taire (voir le chapitre 8 de Morbidelli, 2002). Il faut donc se´lectionner les fre´quences fon-
damentales parmi celles apparaissant dans la de´composition. La reconnaissance automatique des
fre´quences fondamentales se´culaires peut eˆtre un peu de´licate, en particulier quand l’aste´ro¨ıde
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Figure 1.3 – Ceinture d’aste´ro¨ıdes dans l’espace des fre´quences se´culaires. La figure du haut est le pendant de la
figure 1.2 dans l’espace des fre´quences se´culaires (g, s). Le fle`ches bleues indiquent le sens de variation du demi-grand
axe et de l’inclinaison. Les fle`ches noires marquent le position des principales re´sonances en moyen mouvement. La
ceinture principale d’aste´ro¨ıdes correspond au petit triangle centre´ en (35,−40) borde´ par la re´sonance se´culaire
g = g6 et la re´sonance orbitale 3:1. Sur la figure du bas, les lignes indiquent la localisation des principales re´sonances
se´culaires, la liste de ces re´sonances est fournie dans le tableau 1.1. Adaptation de la figure 4.8 de Robutel (2005).
e´volue a` l’inte´rieur d’une re´sonance se´culaire. Il est en effet difficile, dans ce cas, de distinguer une
fre´quence propre d’une fre´quence se´culaire de forc¸age, puisqu’elles co¨ıncident a` la re´sonance 10.
10. C’est ge´ne´ralement une combinaison des fre´quences propres se´culaires qui est e´gale a` une combinaison des
fre´quences se´culaires plane´taires.
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Cette de´termination des fre´quences fondamentales se´culaires, bien qu’e´tant difficile voire impos-
sible a` automatiser pour une trajectoire isole´e, est assez aise´e si l’on conside`re un ensemble de
trajectoires voisines dans lequel on peut suivre l’e´volution des fre´quences de l’exte´rieur de la
re´sonance, ou` elles se calculent simplement, vers son inte´rieur.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
p 1 1 0 1 1 1 0 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2 1
q 0 0 1 1 1 0 1 -2 -1 -1 1 -2 0 -1 -3 -3 -4 -3 -4
r1 0 -1 0 -1 0 1 -1 0 -1 0 0 0 2 1 0 -1 0 0 -1
r2 -1 0 0 0 -1 -2 1 0 0 -1 -2 -1 -3 -2 -1 0 -1 -2 0
r3 0 0 -1 -1 -1 0 -1 0 1 1 -1 2 0 1 3 3 4 3 4
Table 1.1 – Tableaux des re´sonances se´culaires visibles sur la figure 1.3. Les re´sonances correspondent a` des
combinaisons de fre´quence de la forme pg + qs+ r1g5 + r2g6 + r3s6 = 0, les valeurs des coefficients p, q et rj e´tant
reporte´es dans les colonnes du tableau.
Revenons maintenant a` notre application fre´quence. Si celle-ci e´tait re´gulie`re, elle transforme-
rait le rectangle (a, I) ∈ [2, 3.2]× [0, 40], en une surface bidirectionnelle de l’espace des fre´quences
R3. Afin de visualiser cette dernie`re, nous l’avons projete´e sur le plan des fre´quences se´culaires
(g, s). Cette projection est repre´sente´e sur la figure 1.3. Cette figure est compose´e de 80 courbes
des 200 points chacune qui sont l’image des segments I = ct par l’application fre´quence. Ces
courbes sont lisses dans les re´gions re´gulie`res alors que leurs singularite´s marquent la pre´sence
de zones chaotiques. Les re´sonances se´culaires sont imme´diatement visibles dans l’espace des
fre´quences puisqu’elles sont marque´es par des droites de pente rationnelle sur lesquelles les points
s’accumulent (voir Laskar, 1999). Les re´sonances en moyen mouvement, dont les principales sont
marque´es par de fle`ches, apparaissent e´galement sous forme de courbes se´parant distinctement cer-
tains domaines de l’espace des fre´quence tout en induisant un le´ger recouvrement de ces zones 11.
En particulier, le triangle contenant le point de coordonne´es (35,−40) qui se de´tache nettement
en haut a` droite correspond, sur la figure 1.2, a` la partie de la ceinture d’aste´ro¨ıdes situe´e sous
la re´sonance se´culaire g = g6 et a` gauche de la re´sonance orbitale 3:1. Les principales re´sonances
se´culaires visibles sur la figure 1.3-haut sont regroupe´es dans le tableau 1.1 et marque´es par des
lignes sur la partie basse de la meˆme figure. On comprend ici l’un des inte´reˆts majeurs de l’ex-
ploration des l’espace des fre´quences : il permet d’identifier la pre´sence et l’influence dynamique
d’une re´sonance tout en en rendant imme´diat l’identifications. Ceci aurait eˆtre impossible, ou tout
du moins tre`s de´licat a` re´aliser dans l’espace des actions comme le confirme la lecture de Milani
et Knezevic´ (1990). Nous retrouverons l’espace des fre´quences au chapitre 3 ou` nous montrerons
qu’il permet de visualiser la diffusion.
11. Ce recouvrement et duˆ a` la projection de l’image de l’application fre´quence sur le plan de coordonne´es (g, s).
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Chapitre 2
La re´sonance coorbitale
2.1 Quelques configurations remarquables du proble`me des 3-
corps
Avant d’aborder la re´sonance coorbitale dans sa ge´ne´ralite´, attardons-nous sur quelques so-
lutions tre`s particulie`res du proble`me des 3-corps. La premie`re de ces solutions remarquables fut
pre´sente´e par Euler quand il fit remarquer que, si la Lune e´tait quatre fois plus e´loigne´e de la
Terre qu’elle ne l’est actuellement, les mouvements relatifs du Soleil, de la Terre et de la Lune
seraient tels que cette dernie`re nous apparaˆıtrait comme une e´ternelle pleine Lune (Euler, 1764).
Plus ge´ne´ralement, si a` un instant donne´, les trois corps sont aligne´s, si les distances mutuelles
et les masses sont lie´es par une relation qui sera explicite´e au paragraphe 2.2.2, et si les vitesses
de deux de ces corps, mesure´es par rapport au troisie`me, sont paralle`les entre elles et proportion-
nelles a` la distance au troisie`me corps, alors les trois corps resteront en permanence aligne´s sur une
droite mobile. Les distances mutuelles ainsi que les vitesses angulaires des corps en mouvement
ne seront pas ne´cessairement conserve´es au cours du temps mais e´volueront de telle manie`re que
la configuration se de´forme homothe´tiquement.
La seconde des configurations remarquables fut pre´sente´e par Lagrange (1772). Il s’agit de la
fameuse configuration pour laquelle les trois corps occupent les sommets d’un triangle e´quilate´ral,
la longueur des coˆte´s de ce triangle e´tant inde´pendante des masses des corps. Comme dans le
cas des configurations aligne´es, ce triangle n’est pas fixe et ses dimensions peuvent e´voluer au
cours du temps. La question de la stabilite´ des ces configurations ne fut tranche´e qu’au milieu de
XIX e`me sie`cle. Contrairement a` ce que semblait penser Euler (1764), Liouville de´montra en 1842
que les configurations aligne´es e´taient instables quelle que soit la valeur des masses des corps.
Il fit remarquer que si l’on plac¸ait trois corps, par exemple la Lune, le Soleil et la Terre, dans
une des configurations aligne´es de´couvertes par Euler, les perturbations engendre´es par les autres
corps du syste`me solaire modifieraient cette configuration, d’ou` sa question :  Trois masses e´tant
place´es non plus rigoureusement, mais a` tre`s-peu pre`s dans les conditions e´nonce´es par Laplace 1
on demande si l’action re´ciproque des masses maintiendra le syste`me dans cet e´tat particulier
de mouvement ou si elle tendra au contraire a` l’en e´carter de plus en plus . L’inte´gration
du syste`me line´arise´ au voisinage d’une telle solution du proble`me des 3-corps lui permet d’en
de´montrer l’instabilite´ inde´pendamment de la valeur des masses 2. Il en de´duit que :  Si la
Lune avait occupe´ a` l’origine la position particulie`re que Laplace indique, elle n’aurait pu s’y
maintenir que pendant un temps tre`s-court . L’anne´e suivante, Gascheau (1843) aborde quant a`
lui le proble`me de la stabilite´ des configurations e´quilate´rales et de´montre que  le mouvement
est stable ou instable, suivant que le rapport du carre´ de la somme des trois masses a` la somme
des produits deux a` deux de ces masses est supe´rieur ou infe´rieur a` 27 . Bien que Gascheau
jugeait que pour la configuration e´quilate´rale  il n’y a, sans doute, pas autant d’inte´reˆt a` savoir
1. Dans son me´moire, Liouville mentionne Lagrange et Laplace comme e´tant a` l’origine de la de´couverte de ces
configurations. Il ne semble pas connaˆıtre les travaux d’Euler sur la question.
2. La de´monstration est de´taille´e dans La connaissance des temps pour l’anne´e 1845 (Liouville, 1945).
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si le mouvement dont il fixe les lois est stable ou instable  que dans le cas des configurations
d’Euler, c’est pourtant au voisinage de cette premie`re configuration qu’Achille, le premier troyen
(ou plutoˆt Grecque) de Jupiter, fut de´couvert, plus d’un sie`cle apre`s le re´sultat de Lagrange. En
effet, l’aste´ro¨ıde 1906 TG fut observe´ pour le premie`re fois le 22 fe´vrier 1906 par M. Wolf (1906) a`
Heidelberg. La meˆme anne´e, Charlier (1906) suspecta ce nouvel aste´ro¨ıde de graviter au voisinage
du point de Lagrange L4 de Jupiter (60
◦ en avant de la plane`te). La confirmation fut obtenue
avec la de´couverte de deux nouveaux coorbitaux de Jupiter, 1906 VY (voisin de L5) et 1907 XM
(proche de L4). Ces trois corps furent respectivement nomme´s Achille, Patroclus et Hector (Palisa,
1907). On de´nombre actuellement plus de 4000 troyens de Jupiter 3, ainsi que quelques aste´ro¨ıdes
coorbitaux de la Terre, Mars, Uranus et Neptune 4.
2.2 Autour des solutions d’Euler et de Lagrange du proble`me des
3-corps
2.2.1 Formulation du proble`me des 3 corps
On conside`re ici le cas plane´taire du proble`me des trois corps pour lequel, a` l’instar du syste`me
solaire, la masse d’un des corps, dit corps central, est pre´ponde´rante devant celle des deux autres
corps. Ce mode`le est particulie`rement adapte´ aux proble`mes des deux plane`tes orbitant autour
d’une e´toile, ou encore au cas des satellites d’une plane`te. Rappelons brie`vement sa formulation
hamiltonienne en variables he´liocentriques canoniques. Pour plus d’informations, on pourra consul-
ter (Laskar et Robutel, 1995). Si m0 est la masse du corps central et m1,m2 celles des plane`tes,
si l’on note βj = m0mj(m0 + mj)
−1 pour j ∈ {1, 2} leur masse re´duite, et µj = G(m0 + mj), le
hamiltonien du proble`me s’e´crit :
H(r˜j , rj) =
∑
j∈{1,2}
(
r˜2j
2βj
− µjβj||rj ||
)
+
r˜1 · r˜2
m0
− G m1m2||r1 − r2|| . (2.1)
Dans l’expression (2.1), G est la constante de la gravitation universelle, rj est le vecteur position-
nant le j ie´me corps par rapport a` l’e´toile, et r˜j est sa variable conjugue´e
5. On peut e´crire le
hamiltonien et les e´quations canoniques qui lui sont associe´es de manie`re plus concise en posant :
RT = (rT1 , r
T
2 ), et R˜
T = (r˜T1 , r˜
T
2 ) (2.2)
ou` xT repre´sente le transpose´ du vecteur x, le hamiltonien (2.1) s’e´crit :
H(R˜,R) =
1
2
R˜TM−1R˜− V (R), avec V (R) = µ1β1||r1|| +
µ2β2
||r2|| + G
m1m2
||r1 − r2|| (2.3)
et
M−1 =
(
β−11 I3 m
−1
0 I3
m−10 I3 β
−1
2 I3
)
, (2.4)
la matrice I3 repre´sentant l’identite´ de R3. Avec ces notations, le e´quations du mouvement
prennent la forme suivante :
R˙ = M−1R˜, et ˙˜R = ∇V (R) (2.5)
2.2.2 Equilibres relatifs
Les e´quilibres relatifs (configurations fixes en repe`re tournant a` vitesse angulaire constante)
du proble`me des 3 corps ont de´ja` e´te´ pre´sente´s au paragraphe 2.1. Ils sont de deux natures :
3. voir Robutel et Souchay (2010) pour un historique des de´couvertes.
4. Source : Minor Planet Center, http ://www.minorplanetcenter.net/iau/lists/Trojans.html
5. Ce vecteur n’est pas la quantite´ de mouvement he´liocentrique mais barycentrique du j ie`me corps.
13
les e´quilibres aligne´s (configurations d’Euler) et les e´quilibres e´quilate´raux (configurations de La-
grange). Revenons brie`vement sur ces e´quilibres, ce qui nous permettra de rappeler quelques
re´sultats qui seront utilise´s plus loin. Le passage en repe`re tournant se fait pas le biais des co-
ordonne´es (X, X˜), lie´es aux coordonne´es he´liocentriques canoniques (R, R˜) par les relations :
R = exp(tΩ)X et R˜ = exp(tΩ)X˜, la matrice Ω e´tant de´finie par
Ω = ω
(
J3 03
03 J3
)
, J3 =
 0 −1 01 0 0
0 0 0
 , 03 =
 0 0 00 0 0
0 0 0
 (2.6)
ou` ω est la vitesse angulaire, quelconque pour le moment. Dans les variables (X, X˜) lie´es au repe`re
tournant, le hamiltonien que l’on notera encore H, s’e´crit :
H(X˜,X) =
1
2
X˜TM−1X˜ + X˜TΩX− V (X), (2.7)
et les e´quations du mouvement sont donne´es par{
X˙ = M−1X˜ + ΩX
˙˜
X = ΩX˜ +∇V (X) . (2.8)
On ve´rifie alors que les points fixes (e´quilibres relatifs) sont confine´s dans le plan perpendiculaire
a` l’axe de rotation du repe`re. Ainsi, si l’on pose XT =
(
XT1 , 0,X
T
2 , 0
)
= (x1, y1, 0, x2, y2, 0), les
e´quilibres sont donne´s pas les e´quations :
m0 +m2
m
ω2X1 − m2
m
ω2X2 − Gm0 X1||X1||3 − Gm2
X1 −X2
||X1 −X2||3 = 0
m0 +m1
m
ω2X2 − m1
m
ω2X1 − Gm0 X2||X2||3 + Gm1
X1 −X2
||X1 −X2||3 = 0
(2.9)
u`o m = m0 +m1 +m2.
Si X1 et X2 sont line´airement inde´pendants, on de´duit des e´quations (2.9) que
||X1|| = ||X2|| = ||X1 −X2|| = ρ, et ω2ρ3 = Gm. (2.10)
Nous retrouvons ici les configurations de Lagrange, ou` les trois corps occupent les sommets d’un
triangle e´quilate´ral, dont la longueur des coˆte´s est ρ, et qui tourne a` vitesse angulaire constante
ω. Les parame`tres ρ, ω et m sont lie´s par la troisie`me loi de Kepler (2.10).
Quand X1 et X2 sont coline´aires, l’e´limination de la vitesse angulaire ω dans le syste`me
d’e´quations (2.9) permet de montrer que, si l’on pose X2 = zX1, les e´quilibres relatifs aligne´s sont
donne´s par l’unique racine positive de l’e´quation
P0,1,2(u) = 0, z = 1 + u si 1 < z,
P0,2,1(u) = 0, z = (1 + u)
−1 si 0 < z < 1,
P1,0,2(u) = 0, z = −u si z < 0
(2.11)
le polynoˆme Pi,j,k e´tant donne´ par
Pi,j,k(X) = fi,jX
5 + f ′i,jX
4 + f ′′i,jX
3 − f ′′k,jX2 − f ′k,jX − fk,j
avec fi,j = mi +mj , f
′
i,j = 3mi + 2mj avec f
′′
i,j = 3mi +mj .
(2.12)
Ainsi, dans le cas plane´taire, en posant ε = Max(m1m0 ,
m2
m0
) , on ve´rifie que
si 1 < z : z = 1 +
(
m1 +m2
3m0
)1/3
+O(ε2/3)
si 0 < z < 1 : z = 1−
(
m1 +m2
3m0
)1/3
+O(ε2/3)
si z < 0 : z = −1 + 7(m1 +m2)
12m0
+O(ε2).
(2.13)
14
On retrouve donc les e´quilibres relatifs d’Euler. Dans les deux premiers cas, les plane`tes sont
situe´es du meˆme coˆte´ du corps central. Ces e´quilibres correspondent e´videmment aux points de
Lagrange L1 et L2 pour le proble`me restreint. Dans le troisie`me cas, associe´ au point L3, les deux
plane`tes sont de part et d’autre du corps principal. Ces re´sultats se ge´ne´ralisent aise´ment aux
configurations centrales du type Lagrange et Euler. Pour les premie`res, les trois corps occupent
encore le sommet d’un triangle e´quilate´ral qui se de´forme homothe´tiquement avec le temps. En
effet, chacune des deux plane`tes e´volue sur une conique dont le Soleil est un foyer, l’une des
coniques se de´duisant de l’autre par une rotation d’angle ±pi/3 centre´e au Soleil. Dans le cas ou`
les coniques sont des ellipses, leurs e´le´ments ve´rifient 6 :
a1 = a2, e1 = e2, λ1 − λ2 = $1 −$2 = ±pi/3. (2.14)
Pour les configurations aligne´es, et dans le cas ou` les mouvements sont borne´s, les e´le´ments
elliptiques he´liocentriques des deux plane`tes ve´rifient les relations :
a1 = za2, e1 = e2, λ1 − λ2 = $1 −$2 = 0 (2.15)
pour les configurations associe´es a` L1 et L3. Quant a` la configuration pour laquelle les plane`tes
sont oppose´es, on a
a1 = za2, e1 = e2, λ1 − λ2 = $1 −$2 = pi (2.16)
Dans le cas des configurations aligne´es, on parlera, comme pour celles de Lagrange, de configura-
tions d’Euler circulaires et elliptiques.
2.2.3 Stabilite´ line´aire des e´quilibres
Comme l’a de´montre´ Liouville (voir paragraphe 2.1), les configurations d’Euler sont instables,
et ce quelles que soient les valeurs des masses des trois corps. En revanche, les configurations de
Lagrange sont line´airement stables sous une certaine condition, portant sur les valeurs des masses,
e´tablies par Gascheau (1843). Dans le cas plane´taire, les masses des plane`tes sont suffisamment
faibles pour que cette condition soit en ge´ne´ral satisfaite. Les points fixes, en repe`re tournant,
correspondant aux e´quilibres relatifs de Lagrange e´tant donc elliptiques, il sera utile de pre´ciser
les fre´quences qui leur sont associe´es , fre´quences que nous retrouverons tout au long de cet expose´.
Le syste`me d’e´quations (2.9) e´tant invariant par rotation, les configurations de Lagrange sont
de´finies a` une rotation pre`s, ainsi qu’a` une syme´trie pre`s puisque le syste`me est invariant sous l’effet
de la permutation des indices des corps. Afin de calculer les valeurs propres de l’e´quilibre, il suffit
donc de line´ariser le syste`me (2.8) au voisinage d’une configuration donne´e, toutes les configura-
tions de´duites de celle-ci par rotation ou syme´trie fournissant le meˆme re´sultat. Si (XT0 , X˜
T
0 ) sont
les coordonne´es d’une telle configuration, la matrice du syste`me qui line´arise (2.8) au voisinage de
ce point s’e´crit :
L =
(
Ω M−1
Hess(V (X0)) Ω
)
(2.17)
ou` Hess(V (X0)) repre´sente la matrice hessienne du potentiel V e´value´e au point X0. A une
permutation des vecteurs de base pre`s, cette matrice 12×12 se de´compose en deux blocs diagonaux
associe´s respectivement aux variations horizontales (dans le plan du mouvement), et aux variations
verticales (normales au plan du mouvement). Le polynoˆme caracte´ristique de la partie verticale
est simplement donne´ par :
Pv(X) = (X
2 + ω2)2 (2.18)
et les valeurs propres verticales sont :
Spv = {−iω,−iω, iω, iω}. (2.19)
6. Ces relations sont valables pour des e´le´ments ke´ple´riens de´duits des positions et vitesse he´liocentrique avec µ =
Gm. Dans le cas d’e´le´ments elliptiques canoniques de´duits des positions he´liocentriques et vitesses barycentriques
(voir Laskar et Robutel, 1995), la situation est plus complexe, au moins pour de faibles excentricite´, comme l’appendis
de [ 1 ] l’explicite.
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Quant au polynoˆme caracte´ristique de l’e´quation aux variations horizontales, il s’e´crit
Ph(X) = Q(Z), avec Z = ω
−2X2 (2.20)
ou` le polynoˆme du quatrie`me degre´ Q prend la forme :
Q(Z) = Z(Z + 1)(4m2Z2 + 4m2Z + 27p), (2.21)
avec m = m0 + m1 + m2 et p = m0m1 + m0m2 + m1m2. Ainsi, parmi les 8 valeurs propres de
l’e´quation aux variations horizontales, 4 sont inde´pendantes des masses, a` savoir la racine double
0 lie´e a` l’invariance par rotation des e´quations, et les racines imaginaires pures iω,−iω. Les 4
autres valeurs propres de´pendent des masses. En effet les deux racines de Q qui de´pendent des
masses sont
Z+ = −(1 +
√
1− 27p/m2)/2, et Z− = −(1−
√
1− 27p/m2)/2. (2.22)
On retrouve ici la condition e´tablie par Gascheau imposant la stabilite´ line´aire des e´quilibres de
Lagrange si et seulement si 27(m0m1 +m0m2 +m1m2) < (m0 +m1 +m2)
2. En effet, sous cette
hypothe`se, Z+ et Z− sont toutes deux ne´gatives et les valeurs des racines de Ph correspondantes
sont alors imaginaires pures, ce qui entraˆıne la stabilite´ de l’e´quilibre. Finalement, les valeurs
propres de l’e´quation aux variations horizontales au voisinage des e´quilibres de Lagrange sont :
Sph =
{
0, 0,±iω,±iω
√(
1 +
√
1− 27p/m2
)
/2,±iω
√(
1−
√
1− 27p/m2
)
/2
}
. (2.23)
Les fre´quences associe´es aux variations horizontales se de´duisent imme´diatement de ces valeurs
propres. Notons que, si les masses plane´taires sont petites devant la masse solaire, les deux
fre´quences horizontales non triviales peuvent s’approximer par :
ω
√
27(m1 +m2)
4m0
(
1 +O2
(
m1 +m2
m0
))
, et ω
(
1− 27(m1 +m2)
8m0
+O2
(
m1 +m2
m0
))
.
(2.24)
Nous verrons aux paragraphes 7 2.3.2 et 2.3.3 que la premie`re fre´quence correspond a` la fre´quence
de libration ν de l’angle critique λ1 − λ2 au voisinage des e´quilibres λ1 − λ2 = ±pi/3, et que la
deuxie`me est la diffe´rence entre le moyen-mouvement ω commun aux deux plane`tes et la fre´quence
de pre´cession g commune du pe´rihe´lie des deux plane`tes au voisinage des mouvements circulaires.
En particulier, quand les masses plane´taires tendent, par valeur infe´rieure, vers la value de Ga-
scheau pour laquelle 27p/m2 = 1, les fre´quences ω, ν et g tendent a` eˆtre lie´es par la relation de
commensurabilite´ ν = n− g avec ν = ω/√2.
2.3 Moyennisation adapte´e a` la re´sonance 1:1
2.3.1 Hamiltonien moyen
De´veloppement du hamiltonien
Comme dans toute re´sonance en moyen mouvement, il existe une combinaison des longitudes
moyennes des plane`tes, ici λ1 − λ2, qui e´volue lentement par rapport aux longitudes moyennes
elles meˆmes. On peut donc s’inte´resser directement a` ces variations lentes en construisant une
forme normale re´sonante qui, dans le cas le plus simple, correspond a` la moyenne du hamiltonien
par rapport a` une des combinaisons des longitudes a` variation rapide. Sans entrer dans les de´tails
qui sont donne´s dans [ 1 ], une expression du hamiltonien moyen peut eˆtre obtenue sur le meˆme
principe que celui du de´veloppement du hamiltonien plane´taire en variables de Poincare´ (c.f.
7. Voir e´galement Gabern et al. (2004) pour plus de de´tails.
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Laskar et Robutel, 1995) avec quelques variantes impose´es par les spe´cificite´s de la re´sonance
coorbitale. Pour des raisons de concision, seul le proble`me plan sera e´voque´ dans ce me´moire, le
proble`me ge´ne´ral e´tant pre´sente´ dans [ 1 ].
En utilisant les variables canoniques (θ1, θ2, J1, J2, x1, x2, x˜1, x˜2), de´finies par
θ1 = λ1 − λ2, 2J1 = Λ1 − Λ2 (2.25)
θ2 = λ1 + λ2, 2J2 = Λ1 + Λ2 (2.26)
xj =
√
Λj/2Xj , x˜j = −ixj (2.27)
avec
Λj = βj
√
µjaj et Xj =
√
2
√
1−
√
1− e2j exp(i$j), (2.28)
le hamiltonien du proble`me plane´taire plan des 3-corps prend la forme :
H = H0 +H1 +H2 + H˜2 +O3(ej) +O3(ε) (2.29)
avec
H0 = −β1µ1
2a1
− β2µ2
2a2
+ Gm1m2
(
cos θ1√
a1a2
− 1√
a21 + a
2
2 − 2a1a2 cos θ1
)
, (2.30)
H2 = Gm1m2
(
A2X1X1 +B2X1X2 +B2X1X2 +A2X2X2
)
(2.31)
ou` les coefficients, inde´pendants de l’angle rapide θ2, ve´rifient :
A2 =
a1a2
8A5/2
(
a1a2(5 cos 2θ1 − 13) + 4(a21 + a22) cos θ1
)− cos θ1
2
√
a1a2
B2 =
e−2iθ1
2
√
a1a2
− a1a2
16A5/2
(
a1a2
(
e−3iθ1 + 9eiθ1 − 26e−iθ1
)
+ 8(a21 + a
2
2)e
−2iθ1
)
A = a21 + a
2
2 − 2a1a2 cos θ1.
(2.32)
H1 et H˜2 ne nous e´tant pas utiles dans ce qui suit, leurs expressions ne seront pas explicite´es.
Forme du hamiltonien moyen
Pour mode´liser le proble`me moyen, on se contentera ici au calcul d’une forme normale re´sonante
limite´e au premier ordre du petit parame`tre ε, autrement dit, a` la moyenne de H sur l’angle
a` variation rapide θ2. On pourrait, bien entendu, calculer la forme normale a` des ordres plus
e´leve´s, mais cela n’apporterait rien de plus d’un point de vue qualitatif. En effet, les proprie´te´s
d’invariance ou de syme´trie qui seront e´nonce´es plus loin seront valables quel que soit le degre´
auquel est calcule´e la forme normale re´sonante. Si nous notons encore (θj , Jj , xj , x˜j) les variables
du proble`me moyen, nous aurons
H(θ1, Jj , xj , x˜j) = H0(θ1, Jj) +H2(θ1, Jj , xj , x˜j) + · · ·+H2n(θ1, Jj , xj , x˜j) +O2n+2(xj). (2.33)
Dans cette expression, l’indice j indique la pre´sence des indices 1 et 2, les H0 et H2 sont donne´es en
(2.30) et (2.31), et plus ge´ne´ralement H2n est un polynoˆme homoge`ne de degre´ 2n en les variables
xj , x˜j prenant la forme :∑
p1+p˜1+p2+p˜2=2n
γpj ,p˜j (θ1, J1, J2)x
p1
1 x˜
p˜1
1 x
p2
2 x˜
p˜2
2 avec p1 + p2 = p˜1 + p˜2. (2.34)
Cette dernie`re relation, dite relation de d’Alembert, qui lie entre elles les puissances des excen-
tricite´s, est une conse´quence de l’invariance du proble`me sous l’effet des rotations. La relation
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de d’Alembert, qui impose la parite´ du hamiltonien moyen par rapport aux variables (xj , x˜j), a
une conse´quence remarquable sur la dynamique de la re´sonance coorbitale. En effet, elle impose
a` l’ensemble
C0 = {θ1, J1, J2, x1 = x2 = x˜1 = x˜2 = 0} (2.35)
d’eˆtre une varie´te´ invariante par le flot du syste`me moyen 8. La dynamique sur cette varie´te´ est
alors donne´e par le hamiltonien H0. Ce dernier ne de´pendant que d’un seul angle θ1 est inte´grable.
Pour cette approximation donne´e par H0, les orbites ke´ple´riennes instantane´es associe´es a` chacune
des plane`tes sont simplement des cercles dont le rayon (demi-grand axe) varie au cours du temps
(voir paragraphe 2.3.2). Ainsi, la quantite´∑
j=1,2
(
Λj − |xj |2
)
(2.36)
est une inte´grale premie`re du proble`me complet. On peut montrer que cette meˆme expression
est e´galement une inte´grale du mouvement moyenne´. Comme l’angle θ2 n’apparaissant pas dans
le hamiltonien moyen, sa variable conjugue´e J2 = (Λ1 + Λ2)/2 est e´galement constante pour le
proble`me moyen, par conse´quent,
|x1|2 + |x2|2 = β1√µ1a1e21 + β2
√
µ2a2e
2
2 +O4(ej) (2.37)
est une inte´grale premie`re du proble`me moyen. Cette dernie`re relation permet de re´duire le
proble`me moyen a` un syste`me hamiltonien a` 2 degre´s de liberte´. Certaines conse´quences de cette
re´duction seront discute´es au paragraphe 2.3.4. Mais pour le moment, e´tudions la dynamique du
syste`me hamiltonien associe´e a` l’approximation quasi-circulaire donne´e par le hamiltonien H0.
2.3.2 Proble`me moyen quasi-circulaire associe´ a` H0
Le hamiltonien H0 de´fini par l’expression (2.30), ne de´pendant que des variables (θ1, J1, J2)
est inte´grable. Afin d’en de´crire la dynamique, il sera plus agre´able de remplacer ces variables par
le triple´ (ζ, J, a) de´fini par les relations :
ζ = θ1, J1 =
(β1
√
µ1 − β2√µ2)
2
√
a+ J, J2 =
(β1
√
µ1 + β2
√
µ2)
2
√
a. (2.38)
La dernie`re expression montre que a est une inte´grale du proble`me moyen lie´e aux demi-grands
axes par la relation m1
√
a1 +m2
√
a2 = (m1 +m2)
√
a+O(ε2). Quant a` J , cette variable mesurera
la position du syste`me par rapport au  centre  de la re´sonance coorbitale. Enfin, il peut eˆtre
avantageux d’utiliser, a` la place de J , la variable sans dimension u, donne´e par
J = (β1 + β2)
√
µ0a u avec µ0 = Gm0. (2.39)
Une fois la dynamique de´crite dans les variables (ζ, J) ou (ζ, u), on revient aise´ment aux demi-
grands axes par
aj =
(√
a+
(−1)j+1
βj
√
µj
J
)2
= a
(
1 + (−1)j+1β1 + β2
βj
√
µ0
µj
u
)2
. (2.40)
On constate alors que l’inte´grale a fournit une valeur moyenne autour de laquelle les demi-grands
axes oscilleront. Ajoutons que ce parame`tre peut eˆtre vu comme un facteur d’e´chelle : il de´finit
la taille du syste`me plane´taire, ou encore son unite´ de longueur. Ainsi, quelle que soit la valeur
des a, de G ou encore celle des masses plane´taires, le portrait de phase sera qualitativement
toujours le meˆme. En particulier, l’approximation quasi-circulaire donne´e par le hamiltonien H0
fera, dans tous les cas, apparaˆıtre 5 points fixes associe´s aux 5 e´quilibres relatifs (2 configurations
e´quilate´rales et 3 aligne´es) de´crits plus haut.
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Figure 2.1 – Portraits de phases du hamiltonien H0 donne´ par (2.30) obtenu pour m0 = 1, m1 = 10
−3, m2 = 3 10−4
et G = a = 1. Les zones vertes correspondent aux re´gions de libration autour des e´quilibres de Lagrange e´quilate´raux,
les re´gions bleues aux orbites de type fer a` cheval, et les rouges aux situations ou` les deux plane`tes forment un couple
serre´ qui tourne rapidement autour de leur centre de masse, lui-meˆme en orbite autour du corps central. On retrouve
sur cette figure les 5 points fixes associe´s aux configurations d’Euler et de Lagrange, ainsi que les varie´te´s stables et
instables qui divisent l’espace des phases.
La figure 2.1 repre´sente ce dernier dans les variables (ζ, u) pour m0 = 1, m1 = 10
−3, m2 =
3 10−4 et G = a = 1. Les parties grise´es sont exte´rieures a` la re´sonance coorbitale : pour u > 0
l’angle ζ circule dans le sens horaire (a1 > a2) et dans le sens direct quand u est ne´gatif. Quant
aux re´gions vertes, bleues et rouges, elles correspondent aux diffe´rents types de mouvements en
re´sonance coorbitale. Les deux points fixes elliptiques situe´s au cœur des deux re´gions vertes
sont associe´s aux configurations e´quilate´rales de Lagrange. Les coordonne´es de ces derniers sont
(ζ, u) = (±pi/3, 0 + O(ε2)), donc aj = a + O(ε2)). La partie principale du de´veloppement de H0
au voisinage de ces points fixes est donne´e par
H
(2)
0 = −
3
2
(
m1 +m2
m1m2a2
J2 +
3Gm1m2
4a
(
ζ ± pi
3
)2)
(2.41)
et l’on retrouve bien la fre´quence
ν =
√
27
4
Gm0
a3
m1 +m2
m0
(1 +O(ε)) =
√
27
4
m1 +m2
m0
ω (1 +O(ε)) (2.42)
de´ja` obtenue en (2.24). Autour de ces points fixes, dans les re´gions vertes, les orbites correspondent
a` des de´formations pe´riodiques (quasi-pe´riodiques dans le proble`me complet) des configurations
e´quilate´rales, l’amplitude de ces de´formations augmentant a` mesure qu’on s’e´loigne des e´quilibres.
Cette re´gion est borne´e par la se´paratrice S3 associe´e au point fixe hyperbolique correspondant a`
la configuration d’Euler pour laquelle les deux plane`tes sont en opposition (L3 pour le proble`me
restreint). Comme on l’a vu au paragraphe 2.2.2, cet e´quilibre ve´rifie ζ = pi et aj = a+O() (on
trouvera dans [ 1 ] des expressions plus comple`tes concernant les coordonne´es des e´quilibres d’Eu-
ler). A l’exte´rieur de ce domaine, par chaque point du domaine bleu passe une orbite en fer a` cheval
dont un exemple marquant est donne´ par le syste`me Saturne-Janus-Epime´the´e (paragraphe 4.2).
8. Ceci est vrai quelque soit l’ordre auquel est calcule´e la moyenne.
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Il s’agit d’orbites entourant les 3 points fixes mentionne´s ci-dessus. L’angle ζ = λ1−λ2 subit donc
de grandes variations : ζ ∈ [Θ3, 2pi −Θ3], avec 0 < O(ε1/3) < Θ3 < 2 arcsin
(
(
√
2− 1)/2)+O(ε).
La re´gion bleue est limite´e exte´rieurement par la se´paratrice S1 issue du point fixe hyperbolique
dont les coordonne´es ve´rifient ζ = 0 et u = O(ε1/3) > 0. Ce point correspond e´videmment a` la
configuration aligne´e d’Euler pour laquelle le corps d’indice 1 est situe´ entre celui d’indice 2 et le
corps le plus massif. Au-dela` de S1 (zones grises), le syste`me n’est plus en re´sonance coorbitale. Le
dernier domaine re´sonant, en rouge sur la figure 2.1, contient la singularite´ associe´e a` la collision
des deux plane`tes en (ζ, u) = (0, 0). A l’inte´rieur de cette re´gion, les deux plane`tes sont satellites
l’une de l’autre, leur centre de masse effectuant une re´volution quasi-circulaire autour du Soleil.
Il est donc fort probable que le hamiltonien moyen utilise´ ici ne fournisse pas une repre´sentation
fide`le du mouvement  re´el  des deux plane`tes, ou pire, qu’il n’y ait que tre`s peu de rapport
entre les trajectoires re´elles et celles de´duites de H0. Mais la situation n’est pas si critique qu’il n’y
paraˆıt. Bien entendu, il est facile de montrer, comme dans [ 1 ], que la fre´quence du mouvement
autour de la singularite´ tend vers l’infini quand on s’en approche. Dans ce cas, le proble`me moyen
ne peut pas repre´senter correctement la dynamique dans la zone des satellites (rouge) puisque la
fre´quence du mouvement y est plus grande de celle que la variable (θ2 = λ1 + λ2) sur laquelle la
moyenne est calcule´e. En revanche, meˆme si la dynamique mode´lise´e a` l’inte´rieur de la zone des
satellites par le hamiltonien moyen n’est pas repre´sentative de celle du proble`me re´el, la topologie
de l’espace des phases est, au moins qualitativement, celle attendue. Les cinq e´quilibres relatifs y
sont repre´sente´s, et la taille des diffe´rents domaines re´sonants est respecte´e. On ve´rifie en effet que
la largeur des zones de libration autour des e´quilibres e´quilate´raux (mesure´e dans la direction des
u) est d’ordre O(√ε) et que celle des la zone associe´e aux orbites en fer a` cheval est en O(ε1/3).
Ceci en fournit une de´monstration inde´pendante de celle propose´e par ce qui est de´montre´ dans
Dermott et Murray (1981). Notons enfin que l’approximation classique du proble`me moyen intro-
duite par Yoder et al. (1983) pour de´crire le mouvement de Janus et Epime´the´e et que l’on trouve
de´ja` dans E´rdi (1977) dans le cadre du proble`me restreint, ne permet pas de se´parer le orbites
en fer a` cheval de l’exte´rieur de la re´sonance coorbitale. En effet son hamiltonien, qui dans les
variables utilise´es ici prend la forme
− 3
2
m1 +m2
m1m2
J2
a2
+
Gm1m2
a
(
cos ζ − 1√
2− 2 cos ζ
)
, (2.43)
ne posse`de que 3 points fixes correspondant a` L3, L4 et L5. Ainsi, S3 de´compose l’espace des
phases du proble`me en 3 composantes distinctes : les 2 re´gions de libration autour des e´quilibres
de Lagrange et le reste de l’espace des phases ou` toutes les orbites sont en fer a` cheval.
2.3.3 Le voisinage des orbites circulaires planes
Apre`s avoir e´tudie´ la dynamique sur la surface invariante C0 associe´e aux orbites quasi-
circulaires, il est naturel de s’inte´resser a` la dynamique dans les directions transversales, celles
associe´es aux variables xj . Autrement dit, il s’agit d’e´tudier la de´formation des orbites  cir-
culaires  sous l’effet d’une augmentation infinite´simale de leurs excentricite´s 9. L’e´quation aux
variations au voisinage de C0 se de´duit du hamiltonien
H0(ζ, Jj) +H2(ζ1, Jj , xj , x˜j) (2.44)
ou` les expressions de H0 et H2 sont donne´es par (2.30) et (2.31). Au voisinage d’une solution
donne´e sur C0, elles s’e´crivent 10
d
dt
 X1
X2
 = 2iGm1m2
 A2Λ1 B¯2Λ1B2
Λ2
A2
Λ2

 X1
X2
 . (2.45)
9. Les variations verticales (directions des inclinaisons) sont e´galement e´tudie´es dans [ 1 ].
10. Il est pre´fe´rable de les e´crire en fonction des variables Xj plutoˆt qu’a` l’aide des xj , les solutions lues dans ce
premier jeu de variables e´tant directement interpre´table en terme d’e´le´ments elliptiques.
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Sauf si la solution de re´fe´rence est choisie sur une des se´paratrices Sj ∈ C0, les coefficients de la ma-
trice du syste`me line´aire pre´ce´dent de´pendent pe´riodiquement du temps par le biais des quantite´s
(A2, B2,Λ1,Λ2), de´pendant elles-meˆmes du temps a` travers (ζ(t), J(t)), solution pe´riodique de H0.
Le the´ore`me de Floquet montre qu’il existe une transformation line´aire de´pendant pe´riodiquement
du temps qui permet de re´duire le syste`me (2.45) a` un syste`me autonome et donc trivialement
inte´grable. La stabilite´ des solutions de l’e´quation aux variations se de´duit donc des valeurs propres
de ce syste`me autonome. Dans [ 1 ] (voir en particulier la figure 3 de cet article), nous avons cal-
cule´ nume´riquement ces valeurs propres et montre´ qu’elles semblaient toujours eˆtre imaginaires
pures 11. Ainsi, il semble que C0 soit normalement elliptique et que l’instabilite´ (l’hyperbolicite´)
soit essentiellement contenue dans ce plan. En conse´quence, si l’on choisit une condition initiale en
dehors de ce plan tout en en restant au voisinage, la solution correspondante se contente d’osciller
autour du plane C0.
Cette e´tude au voisinage des e´quilibres de Lagrange fournit des re´sultats tout a` fait inte´ressants.
Pour les e´quilibres de Lagrange, choisissons ζ = pi/3 et J = 0 (le re´sultat sera similaire en
ζ = −pi/3), on a
A2 = −27
16
, B2 =
27
16
e−i
pi
3 et Λj = mj
√
Gm0a+O(ε2). (2.46)
Ainsi, les valeurs propres de l’e´quation aux variations en excentricite´ (2.45) sont
v1 = −i27
8
Gm1m2
a
(
1
Λ1
+
1
Λ2
)
= −i27
8
m1 +m2
m0
√
Gm0
a3
+O(ε2) et v2 = 0 (2.47)
et les vecteurs propres associe´s sont
V1 =
(
Λ2e
ipi
3
−Λ1
)
=
√
Gm0
(
m2e
ipi
3
−m1
)
+O(ε2) et V2 =
(
ei
pi
3
1
)
. (2.48)
L’interpre´tation de ces directions propres en terme d’e´le´ments elliptiques est la suivante. Le long de
la direction neutre porte´e par V2, les couples d’ellipses satisfont e1 = e2 et ∆$ = $1−$2 = pi/3.
Sachant que a1 = a2 = a et que ζ = λ1 − λ2 = pi/3, on retrouve les configurations e´quilate´rales
elliptiques de Lagrange. Le fait que la valeur propre v2 soit nulle indique simplement que les
ellipses sont fixe. Le long de la direction propre associe´e a` V1, les e´le´ments elliptiques des couples
d’ellipses ve´rifient les relations
a1 = a2 = a, ζ = λ1 − λ2 = pi/3, m1e1 = m2e2, et ∆$ = $1 −$2 = pi/3 + pi. (2.49)
Par conse´quent, si m1 = m2 et pour une faible excentricite´, cette orbite pe´riodique se de´duit
d’une configuration elliptique de Lagrange en faisant tourner une des deux ellipses d’un angle pi.
De plus, contrairement aux configurations de Lagrange, les excentricite´s ne sont plus en ge´ne´ral
e´gales, mais lie´es par une relation de´pendante des masses plane´taires. La valeur propre v1 associe´e
a` cette direction n’e´tant pas nulle, ces ellipses sont anime´es d’un mouvement de pre´cession dont la
fre´quence est −iv1 = 278 m1+m2m0
√
Gm0
a3
+O(ε2). La direction V1 engendre donc une famille d’orbites
pe´riodiques du proble`me moyen. Celle-ci se rele`ve en une famille d’orbites quasi-pe´riodiques a` 2
fre´quences du proble`me initial.
Ainsi, dans les directions normales a` C0, les e´quilibres e´quilate´raux de Lagrange, pour lesquels
les orbites plane´taires sont circulaires, donnent naissance a` deux familles d’orbites particulie`res. La
premie`re porte´e par V2 correspond aux configurations centrales de Lagrange (orbites elliptiques
pour lesquelles la configuration e´quilate´rale est toujours respecte´e). Il s’agit de points fixes du
proble`me moyen, et donc d’orbites pe´riodiques du proble`me des 3-corps. La deuxie`me famille
est compose´e d’orbites pe´riodiques du proble`me moyen, et donc d’orbites quasi-pe´riodiques du
11. D’autres proprie´te´s remarquables, telle l’existence de re´sonances d’ordre faible entre les fre´quences g1 et ν
pour les orbites en fer a` cheval, ont e´galement e´te´ prouve´es dans [ 1 ].
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proble`me des 3-corps, une des fre´quences e´tant le moyen mouvement et l’autre la fre´quence de
pre´cession des pe´rihe´lies. Cette deuxie`me famille est tangente, a` son origine 12, a` la famille de´crite
dans Giuppone et al. (2010) de´nomme´e  anti-Lagrange  par ces auteurs 13. Ceci sera pre´cise´ au
paragraphe suivant.
Notons que ce qui vient d’eˆtre effectue´ au voisinage des e´quilibres relatifs e´quilate´raux peut eˆtre
e´galement fait au voisinage des e´quilibres d’Euler. Re´sumons ici ce que l’on obtient au voisinage de
l’e´quilibre relatif pour lequel les deux plane`tes sont en opposition (l’e´quivalent de L3)
14. Comme
dans le cas pre´ce´dant, la matrice de l’e´quation aux variations dans la direction des excentricite´s
posse`de deux directions propres inde´pendantes. La premie`re engendre les configurations d’Euler
elliptiques : les deux ellipses ont meˆme excentricite´, leurs pe´ricentres sont oppose´s et la valeur
propre correspondante est nulle. La deuxie`me direction, issue de L3, correspond aux couples
d’ellipses dont les pe´ricentres sont en conjonction, mais les plane`tes en opposition, ainsi, quand
l’une est au pe´ricentre, l’autre est a` l’apocentre. Enfin, comme dans le cas des anti-Lagrange, les
excentricite´s sont lie´es aux masses plane´taires par la relation m1e1 = m2e2. A l’instar des anti-
Lagrange, ces orbites pre´cessent a` une fre´quence proportionnelle a` la valeur des masses plane´taires.
L’existence de ces orbites instables (L3 est un point hyperbolique de H0), dont la famille est e´tudie´e
nume´riquement par Hadjidemetriou et al. (2009), avait de´ja` e´te´ prouve´e par Poincare´ (1892) dans
le tome I des me´thodes nouvelles de la me´canique ce´leste (voir e´galement Chenciner, 2012). Elles
entrent dans la classe des orbites de Poincare´ de deuxie`me sorte.
2.3.4 Prolongement de ces orbites remarquables et conjecture sur leur com-
portement asymptotique
Approche line´aire
L’e´tude de l’e´quation aux variations qui vient d’eˆtre effectue´e met en e´vidence qu’au voisinage
des points fixes du hamiltonien inte´grable H0, des directions propres donnent naissance, au moins
localement, a` des familles d’orbites pe´riodiques ou de points d’e´quilibres.
Concentrons-nous, pour le moment, sur les e´quilibres de Lagrange circulaires. Au voisinage
de L4 (les re´sultats seront identiques pour L5), on peut construire un syste`me de coordonne´es
canoniques (z0, z˜0, z1, z˜1, z2, z˜2) qui diagonalise la partie quadratique de H et re´duit le hamiltonien
moyen a` l’expression :
iνz0z˜0 + ig1z1z˜1 + ig2z2z˜2 + P (z0, z˜0, z1, z˜1, z2, z˜2) (2.50)
ou` P contient les termes de degre´ strictement supe´rieur a` 2. Dans cette dernie`re expression les
variables canoniques (z0, z˜0) = (z0,−iz0) sont de´finies par
z0 =
α
(
ζ − pi3
)− iα−1J√
2
avec α =
(
3Ga
4
)1/4( m21m22
m1 +m2
)1/4
(1 +O(ε)) . (2.51)
Quant aux (z1, z2), ve´rifiant e´galement (z˜1, z˜2) = (−iz1,−iz2), elles sont lie´es aux x1, x2 par la
matrice de passage qui diagonalise l’e´quation aux variations (2.45). En limitant les calculs aux
termes principaux (en puissance de ε) on obtient :
z1 =
√
m2e
−ipi/3x1 −√m1x2√
m1 +m2
, z2 =
√
m1e
−ipi/3x1 +
√
m2x2√
m1 +m2
. (2.52)
Si, dans un premier temps, on se cantonne au point de vue line´aire (en ne´gligeant P ), l’expres-
sion (2.50) montre que, de l’e´quilibre de Lagrange circulaire, sont issues trois familles d’orbites
pe´riodiques (dont une est de pe´riode infinie), porte´es par les trois directions propres du syste`me
diffe´rentiel associe´. Le choix des coordonne´es zj fait que :
12. l’e´quilibre relatif circulaire de Lagrange.
13. Ces probablement parce qu’on peut de´duire, sche´matiquement, ces orbites des configurations de Lagrange en
retournant une des ellipses que les auteurs les ont nomme´es ainsi.
14. voir le paragraphe 3.1.2 de [ 1 ] pour plus de de´tails.
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— La famille d’orbites circulaires de fre´quence ν = O(√ε) est porte´e par z1 = z2 = 0.
— Celle de´finie par z0 = z1 = 0 correspond aux anti-Lagrange dont la fre´quence est g1 = O(ε).
— La famille des points fixes (g2 = 0) associe´s aux Lagrange elliptiques a pour e´quation
z0 = z1 = 0.
Prolongement des familles d’orbites pe´riodiques
Si le the´ore`me central de Lyapunov (voir par exemple Meyer et Hall, 1992) s’appliquait di-
rectement au hamiltonien (2.50), on en de´duirait l’existence de 3 familles d’orbites pe´riodiques
parame`tres par la valeurs Hf de ce hamiltonien. Ces 3 familles co¨ıncideraient a` l’origine (Hf = 0),
on pourrait donc conside´rer qu’elles prennent naissance a` l’e´quilibre circulaire de Lagrange. En ce
point, chacune des familles seraient tangentes a` une des directions propres du syste`me line´arise´.
Supposons pour le moment que ces familles existent. Notons alors F0 la famille tangente a` l’ori-
gine a` z1 = z2 = 0 (famille quasi-circulaire), par F1 celle tangente a` z0 = z2 = 0 (famille des
anti-Lagrange) et enfin parF2 celle tangente a` z0 = z1 = 0 (Lagrange elliptique). Au voisinage
de l’origine, les fre´quences des orbites pe´riodiques de chacune des familles sont proches de ν pour
F0, de g1 pour F1 et de g2 pour F2. Mais, en particulier parce que g2 = 0, les conditions de
non re´sonance ne´cessaires a` l’application de ce the´ore`me de Lyapunov ne sont pas satisfaites.
Un moyen de passer outre cette de´ge´ne´rescence et de contourner l’impossibilite´ d’appliquer le
the´ore`me de Lyapunov est de re´duire le hamiltonien (2.50) a` une forme normale de Birkhoff. Il
s’agit de construire un syste`me de coordonne´es canoniques (ξ0, ξ˜0, ξ1, ξ˜1, ξ2, ξ˜2) ne diffe´rant des
(zj , z˜j) qu’a` partir du degre´ 2, dans lequel le hamiltonien moyen s’e´crit :
N(ξj , ξ˜j) =
2∑
q=0
γqξpξ˜p +
∑
q0+q1+q2≥2
γ′q0,q1,q2(ξ0ξ˜0)
q0(ξ1ξ˜1)
q1(ξ2ξ˜2)
q2 , (2.53)
avec γ0 = iν, γ1 = ig1 et γ2 = 0. Les γ
′
q0,q1,q2 sont des nombres complexes tels que les coeffi-
cients des monoˆmes (ξ2ξ˜2)
q2 sont nuls. Dans ces coordonne´es, le hamiltonien N est inte´grable, et
les trajectoires solutions des e´quations de Hamilton qui lui sont associe´es son quasi-pe´riodiques.
Les fre´quences correspondantes sont simplement donne´es par ωj =
∂N
∂Ij
, ou` les (ϕj , Ij) sont des
coordonne´es angle-action ve´rifiant ξj =
√
Ije
iϕj . Ainsi le syste`me de coordonne´es (ξj , ξ˜j) permet
de parame´trer simplement les 3 familles :
- Famille F0 : elle regroupe les orbites quasi-circulaire et est parame´tre´e par
z0 = ξ0 + f(ξ0, ξ˜0), z1 = z2 = 0, ξ˜0 = −iξ0 ∈ C, (2.54)
f e´tant un polynoˆme de degre´ 2n en (ξ0, ξ˜0) dont le terme de plus bas degre´ est quadratique.
Il s’agit simplement des orbites pe´riodiques voisines de L4 du plan e1 = e2 = 0. Leur
dynamique est re´gie par le hamiltonien H0 e´tudie´ au paragraphe 2.3.2.
- Famille F1 : compose´e des anti-Lagrange, elle s’e´crit
z0 = P (ξ1ξ˜1), z1 = ξ1 + ξ1Q(ξ1ξ˜1), z2 = ξ1R(ξ1ξ˜1), ξ˜1 = −iξ1 ∈ C (2.55)
ou` P,Q et R sont des polynoˆmes de degre´ n d’une variable complexe s’annulant en ze´ro.
On ve´rifie a` l’aide des expressions (2.51) et (2.52) que pour chaque orbite de cette famille
les quantite´s e1, e2, λ1 − λ2 et $1 − $2 sont constantes au cours du temps, mais que les
valeurs de ces constantes e´voluent le long de la famille.
- Famille F2 : qui regroupe les configurations de Lagrange elliptiques et est parame´tre´e par :
z0 = z1 = 0, z2 = ξ2, ξ2 = −iξ2 ∈ C . (2.56)
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Re´duction
On peut e´galement s’inte´resser a` l’intersection des ces familles avec une surface de niveau du
moment cine´tique. D’apre`s la formule (2.37), la somme du carre´ du module des coordonne´es x1
et x2 est invariante par le flot du syste`me moyen. Comme on peut ve´rifier aise´ment que
C = |x1|2 + |x2|2 = |z1|2 + |z2|2, (2.57)
une surface de niveau C = c ≥ 0 contient, au plus, une seule orbite de chaque famille. Plus
pre´cise´ment, la surface C = 0 est re´duite au seul point de Lagrange circulaire qui se trouve
e´galement eˆtre a` l’intersection des 3 familles. En revanche, pour C = c > 0, la surface de niveau
ne contient qu’une seule orbite de chacune des deux familles F1 et F2, la famille circulaire F0
e´tant entie`rement contenue dans la surface C = 0.
L’invariance du moment cine´tique permet, quand celui-ci n’est pas nul, de re´duire le proble`me
moyen d’un degre´ de liberte´ et d’aboutir ainsi a` un syste`me hamiltonien a` 2 degre´s de liberte´.
Mais cette re´duction est singulie`re pour les mouvements circulaires, puisque la surface de niveau
correspondante est re´duite a` un point. En dehors des mouvements circulaires, cette re´duction peut
s’effectuer en utilisant, par exemple, les variables $1 −$2 , $1 +$2 et leurs actions conjugue´es.
Le hamiltonien e´tant invariant par rotation, seule la premie`re combinaison angulaire y apparaˆıt, la
variable conjugue´e du deuxie`me angle est alors une inte´grale premie`re lie´e au moment cine´tique du
syste`me. Par conse´quent, l’intersection d’une surface de moment cine´tique non-nul avec chacune
des deux familles F1 et F2 est un point fixe du proble`me re´duit : l’orbite elliptique de Lagrange
l’e´tait de´ja` avant re´duction, et la deuxie`me (anti-Lagrange) le devient naturellement, puisque la
diffe´rence entre les longitudes du pe´ricentre des deux ellipses est constante (e´gale a` pi/3 + pi dans
l’approximation line´aire de cette famille). Ainsi, bien que ne correspondant pas a` une configuration
remarquable des trois corps comme c’est le cas des configurations de Lagrange, les anti-Lagrange
ont la particularite´ de co¨ıncider avec des points fixes du proble`me moyen re´duit. Il ne fait donc
aucun doute que les points fixes  non syme´triques  de´crits par Giuppone et al. (2010) sont bien
la version re´duite de la famille de Lyapunov F1 issue de la configuration de Lagrange circulaire.
Nous pouvons appliquer a` l’e´quilibre circulaire d’Euler pour lequel les deux plane`tes sont a`
l’oppose´ du soleil (type L3) le meˆme raisonnement que celui utilise´ pour les e´quilibres circulaires
de Lagrange L4 et L5. Ainsi, comme le dernier paragraphe de la section 2.3.3 le sugge`re
15, cette
configuration circulaire bifurque en 3 familles d’orbites pe´riodiques instables. Une famille d’orbites
circulaires e´voluant dans le plan C0, la famille correspondant aux orbites de Poincare´ de seconde
sorte et la famille des points fixes correspondant aux configurations elliptiques d’Euler. Dans
l’espace re´duit (moment cine´tique fixe´ a` une valeur strictement positive), les deux dernie`res familles
donnent naissance a` des points fixes hyperboliques.
Notons enfin que le proble`me re´duit posse`de d’autres points fixes que ceux qui bifurquent des
e´quilibres de Lagrange et d’Euler. En effet, pour des excentricite´s suffisamment grandes, les orbites
dites quasi-satellites conduisent a` un point fixe elliptique (il n’ en existe qu’un a` moment cine´tique
fixe´). Giuppone et al. (2010) montre l’importance de ce point fixe et des orbites voisines a` grande
excentricite´, et Hadjidemetriou et Voyatzis (2011) en e´tudient la famille. Ces orbites n’existant
pas pour de faibles excentricite´s, elles ne seront plus mentionne´es ici.
Conjecture sur l’extre´mite´ des familles d’orbites remarquables
De l’e´quilibre e´quilate´ral de Lagrange (L4 ou L5) sont issues trois familles d’orbites pe´riodiques.
Nous ne nous inte´resserons pas ici a` la famille F0 cantonne´e dans le plan C0 (mouvements cir-
culaires). La famille F2 forme´e par les configuration e´quilate´rales de Lagrange est quant a` elle
parfaitement connue. Elle commence en L4 ou L5 par un couple d’orbites circulaires concen-
triques, la configuration associe´e est normalement elliptique pour peu que les masses plane´taires
soient suffisamment faibles (c.f. crite`re de Gascheau au paragraphe 2.1). Puis, quand on se de´place
15. Voir e´galement la section 3.1.2 de [ 1 ] pour plus de de´tails.
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ζ = pi
ζ = ∆$ = pi
ζ = ∆$ = pi
ζ = ±pi/3 ∆$ = ζ + pi
ζ = ∆$ ± pi/3
ζ = ∆$ = pi
ζ = pi ∆$ = 0
= ?
Figure 2.2 – Conjecture sur le comportement des familles d’orbites pe´riodiques a` grande excentricite´. Cette figure
propose une repre´sentation sche´matique des familles d’orbites pe´riodiques issues des e´quilibres relatifs circulaires
de Lagrange et d’Euler. A partir de ces deux types d’e´quilibre, repre´sente´s dans la premie`re colonne (e = 0),
naissent deux familles de Lyapunov d’orbites pe´riodiques, la troisie`me qui correspond a` des orbites circulaires n’est
pas repre´sente´e sur cette figure. La deuxie`me colonne sche´matise les orbites des familles excentriques. La dernie`re
colonne indique l’extre´mite´ oppose´e de chaque famille, excepte´ celle des orbites de Poincare´ de deuxie`me sorte. Les
orbites issues de la branche Lagrange sont stables (au moins pour de petites excentricite´s) alors que celles associe´es
a` la branche Euler sont instables. Le notation C0,1,2 symbolise la collision triple. Se peut-il que la familles de Euler
et celle des anti-Lagrange co¨ıncident sur la varie´te´ de collisions ?
le long de la famille en augmentant les excentricite´s, les deux e´tant toujours e´gales, on rencontre un
point de bifurcation situe´ a` une valeur critique de l’excentricite´ de´pendant des masses (voir Danby,
1964; Roberts, 2002; Nauenberg, 2002), ou` s’ope`re un changement de stabilite´, les orbites devenant
normalement hyperboliques. Cette famille, compose´e de´sormais d’orbites instables, se poursuit jus-
qu’a` son extre´mite´. Sur l’orbite finale, chacune des deux plane`tes e´volue sur un segment (e = 1)
se´pare´ par un angle de ±pi/3. Sur cette orbite, les 3 corps entrent simultane´ment en collision (voir
Fig. 2.2). En revanche, la famille F1 est bien moins connue. Les orbites du type anti-Lagrange ont,
semble t’il, e´te´ mises en e´vidence au cours des e´tudes nume´riques du hamiltonien re´duit mene´es
par Giuppone et al. (2010). Leur famille a ensuite e´te´ e´tudie´e, toujours nume´riquement, par Had-
jidemetriou et Voyatzis (2011) 16. Leurs simulations montrent que, partant d’une configuration
anti-Lagrange de faible excentricite´ ou` les relations m1e1 = m2e2, ζ = pi/3 et ∆$ = ζ + pi sont
ve´rifie´es, lorsque l’on se de´place sur la famille par augmentation des excentricite´s, les plane`tes et
les pe´ricentres de leur orbites tendent a` converger vers l’opposition par rapport au corps central.
Au cours de cette e´volution, la loi liant les masses aux excentricite´s est de moins en moins bien
respecte´e (sauf quand m1 = m2 ou` dans ce cas e1 = e2). L’extre´mite´ de cette famille n’est pas
accessible simplement, en particulier a` cause des proble`mes nume´riques lie´s a` la collision simul-
tane´e des trois corps, mais Hadjidemetriou et Voyatzis de´duisent de leurs simulations que cette
extre´mite´ correspond au cas ou` ζ = ∆$ = pi et e1 = e2 = 1, et ce inde´pendamment de la valeur
16. La me´thode analytique base´e sur la construction d’une forme normale de Birkhoff pre´sente´e plus haut permet
une e´tude tre`s de´taille des familles, mais limite´ a` un voisinage donne´ des points de Lagrange. Nous montrons en
particulier, dans [ 1 ], que pour m0 = 1,m1 = 1×10−3 et m2 = 1×10−4, on doit limiter les excentricite´s a` e1 = 0.07
et e2 = 0.23.
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des masses plane´taires. Il s’agit donc d’une orbite de collision triple ou` les trois corps e´voluent sur
une droite fixe.
Partons maintenant d’ Euler de type L3 qui donne naissance a` la branche du bas du diagramme
2.2. Si nous laissons de coˆte´ la famille associe´e aux orbites de Poincare´ de deuxie`me sorte 17 qui a
e´te´ e´tudie´e par Hadjidemetriou et al. (2009), il nous reste la famille des configurations elliptiques
d’Euler sur laquelle les deux plane`tes sont en permanence de part et d’autre du soleil. Le long de
cette famille, les ellipses satisfont e1 = e2 et ζ = ∆$ = pi. Ainsi, si on se re´fe`re aux re´sultats de
Hadjidemetriou et Voyatzis de´crits ci-dessus, il semble que cette famille et la famille F1 des anti-
Lagrange ont la meˆme extre´mite´ : e1 = e2 et ζ = ∆$ = pi. A priori, ceci peut sembler surprenant.
En effet, les configurations d’Euler conduisent a` des orbites pe´riodiques (les ellipses sont fixes,
seules les plane`tes sont mobiles) alors que les anti-Lagrange forment des orbites quasi-pe´riodiques
a` deux fre´quences (mouvement des plane`tes et pre´cession des orbites). Mais, il est probable que
la fre´quence de pre´cession de ces orbites tende vers ze´ro quand les excentricite´s tendent vers 1.
Nous montrons dans [ 1 ] que, dans le domaine ou` la forme normale de Birkhoff est valide, cette
fre´quence de pre´cession de´croˆıt rapidement. De plus, des simulations nume´riques pre´liminaires que
j’ai effectue´es sur les anti-Lagrange a` haute excentricite´ semblent confirmer cette de´croissance vers
ze´ro.
Pour le moment, la question de savoir si la famille des anti-Lagrange et celle des Euler se
terminent toutes deux par la meˆme orbite homographique menant a` la collision triple est ouverte.
Cependant, la ve´rification de cette conjecture permettrait de construire un chemin de l’espace des
orbites joignant la configuration d’Euler pour lesquelle les plane`tes sont oppose´es aux e´quilibres
circulaires de Lagrange (soit L4 soit L5) par l’interme´diaire de la famille F1 et d’une orbite de
collision triple.
17. A l’instar des anti-Lagrange, dans l’approximation line´aire, donc a` faible excentricite´, ces orbites peuvent
eˆtre obtenues a` partir d’une configuration d’Euler faiblement excentrique par laquelle on fait tourner de pi une des
ellipses tout en maintenant la diffe´rence des longitudes moyennes ζ constamment e´gale a` pi.
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Chapitre 3
Dynamique des essaims de troyens :
application a` Jupiter
3.1 Re´sonances secondaires dans un essaim de troyens
Afin de de´crire dans ses grandes lignes l’ensemble des re´sonances affectant significativement
la dynamique d’un essaim de troyens, nous parlerons dans la suite de la structure re´sonante de
l’essaim, limitons nous dans un premier temps au proble`me restreint des 3-corps. En faisant tendre
une des masses plane´taires vers ze´ro, le chapitre pre´ce´dent nous montre que les points de Lagrange
L4 et L5 sont elliptiques et que les fre´quences (ν, g, s) y sont donne´es par :
ν
(0)
L4,5
=
√
(27/4)εn+ o(
√
ε), g
(0)
L4,5
= (27/8)εn+ o(ε) et s
(0)
L4,5
= 0, (3.1)
ou` n est le moyen mouvement de la plane`te abritant les troyens, l’indice (0) indiquant que les
fre´quences sont calcule´es dans le cadre du proble`me des 3-corps (dont on conside´rera une pertur-
bation par la suite). On peut ve´rifier, au moins dans les re´gions de librations autour des points
de Lagrange e´quilate´raux, que les 3 fre´quences fondamentales de l’aste´ro¨ıde diffe`rent de celles
donne´es ci-dessus, mais restent toujours du meˆme ordre de grandeur, sauf e´ventuellement pour s.
En effet, |s| passe de la valeur ze´ro, aux points de Lagrange, a` des valeurs de l’ordre de la masse
plane´taire quand l’inclinaison est importante, mais toujours en restant strictement infe´rieur a` g
(voir Morais ; 2001). Ainsi, ces trois diffe´rentes e´chelles de temps O(1),O(√ε) et O(ε) rendent peu
nombreuses les possibilite´s de re´sonance significative entre ces fre´quences. Ceci est d’autant plus
vrai que la masse de la plane`te abritant les troyens, donc ε, est faible. Cependant, pour une masse
de l’ordre de celle de Jupiter, pour laquelle la quantite´ 1/
√
ε est de l’ordre de 31, ces re´sonances 1
qui prennent la forme
iν + jnp + kg = 0, (i, j, k) ∈ Z3, (3.2)
peuvent, bien qu’e´tant d’ordre e´leve´, profonde´ment affecter la dynamique de re´gions spe´cifiques des
essaims. En effet, nous montrons dans Robutel et al. (2005) et [ 2 ] que des re´sonances de la forme
(3.2) pour i = 1 et j ∈ {11, 12, 13, 14} ge´ne`rent de fortes instabilite´s dans les parties exte´rieures
des essaims, meˆme en mode´lisant la dynamique par le proble`me restreint des 3-corps. Pour des
mode`les plus sophistique´s, d’autres familles de re´sonances viennent ajouter de l’instabilite´ dans
ces re´gions.
Admettons maintenant que la plane`te abritant les essaims de troyens fasse partie d’un syste`me
forme´ de N plane`tes. Nous supposerons e´galement, comme nous l’avons fait au paragraphe 1.2,
que le syste`me plane´taire est hors re´sonance, quasi-pe´riodique. Nous noterons alors (n1, · · · , nN )
1. S’agissant des re´sonances apparaissant a` l’inte´rieur d’une re´sonance, ici la re´sonance en moyen mouvement 1:1,
on peut les de´nommer re´sonances secondaires, bien qu’en ge´ne´ral ce terme soit employe´ dans le cas ou` la fre´quence
de libration associe´e a` la premie`re re´sonance est commensurable a` une autre fre´quence. Nous verrions plus loin que
c’est bien le cas pour les re´sonances de la famille I et II donne´es par (3.4) et (3.5), mais qu’il en est autrement pour
celles des familles III et IV de´finies par (3.7) et (3.6).
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ses moyens mouvements propres, (g1, · · · , gN ) les fre´quences se´culaires associe´es a` la pre´cession des
pe´rihe´lies et (s1, · · · , sN ) celles des nœuds. Admettons enfin que les moyen mouvements propres
sont d’ordre 1 et les fre´quences se´culaires d’ordre ε, avec ε = max(m1/m0, · · · ,mN/m0).
Une difficulte´ qu’entraˆıne cette mode´lisation par le proble`me restreint des (N +2)-corps re´side
dans la de´finition des points de Lagrange. Dans le cas du proble`me restreint circulaire des 3-
corps, ces derniers sont des points fixes en repe`re tournant. Pour le proble`me restreint elliptique,
il s’agira encore de points fixes, mais dans un repe`re tournant et pulsant de manie`re a` ce que la
distance entre Jupiter et le Soleil soit a` tout instant constante. Si, comme c’est le cas ici, nous
conside´rons une perturbation quasi-pe´riodique du proble`me restreint, on peut supposer, si la per-
turbation est suffisamment faible, que chacune des deux configurations e´quilate´rales de Lagrange
est remplace´e par une orbite quasi-pe´riodique dont les fre´quences fondamentales sont celles du
syste`me plane´taire (voir Jorba et Simo´, 1996; Jorba, 2000; Gabern, 2003; Hou et al., 2014a,b). La
projection d’une telle orbite sur l’espace des positions ne co¨ıncidera pas avec le troisie`me sommet
d’un des triangles e´quilate´raux dont le Soleil et Jupiter forment les autres sommets, mais sera
anime´e d’un mouvement quasi-pe´riodique au voisinage de celui-ci. Par analogie, nous nommerons
ce troisie`me sommet point e´quilate´ral.
De manie`re plus ge´ne´rale, ces perturbations quasi-pe´riodiques permettent de conside´rer le
proble`me comme un syste`me hamiltonien a` trois degre´s de liberte´ (ces degre´s correspondent
aux mouvements du troyen) de´pendant quasi-pe´riodiquement du temps. Les fre´quences des per-
turbations (fre´quences de forc¸age) sont e´videmment les fre´quences fondamentales du syste`me
plane´taire. La prise en compte des ces fre´quences de forc¸age augmente grandement les possibilite´s
de re´sonances et donc la richesse de la dynamique du proble`me. De manie`re sche´matique, on peut
conside´rer que les re´sonances principales s’obtiennent a` partir des relations (3.2) en remplacer le
second membre, e´gal a` ze´ro dans le cas restreint des 3-corps, par des combinaisons line´aires des
fre´quences fondamentales du syste`me, c’est a` dire :
iν + jnp + kg =
∑
l
(ilnl + jlgl + klsl) , (3.3)
les il, jl et kl e´tant des entiers relatifs
2. Toutes les combinaisons ci-dessus n’engendrent pas
ne´cessairement de re´sonances significatives. Les principales re´sonances, celles dont l’influence sur
la dynamique des essaims est la plus notable, peuvent eˆtre regroupe´es suivant quatre familles
distinctes.
Afin de simplifier la discussion qui suit, supposons que le syste`me plane´taire e´tudie´ ne comporte
que deux plane`tes : celle qui abrite les essaims (plane`te 1) et une deuxie`me plane`te perturbatrice
qui peut eˆtre inte´rieure ou` exte´rieure a` la premie`re 3. Dans ce cas, les fre´quences fondamentales de
forc¸age seront : (n1, n2, g1, g2, s1), en supposant que la fre´quence nulle soit s2. Un moyen simple
et efficace de de´crire la structure des re´sonances affectant les essaims consiste a` faire e´voluer
la ge´ome´trie du syste`me plane´taire. Nous donnerons une application naturelle de ce proce´de´ au
paragraphe 3.5.
Pour commencer, fixons la configuration du syste`me de manie`re a` ce que les plane`tes soient
loin des principales re´sonances orbitales. Ainsi, les fre´quences de forc¸age se de´composent en deux
groupes disjoints : les fre´quences orbitales d’ordre 1 et les fre´quences se´culaires d’ordre ε. De
plus, une combinaison line´aire des moyen mouvements dont la valeur absolue des coefficients
reste raisonnablement faible est encore une quantite´ d’ordre 1. En ce qui concerne le troyen, ses
fre´quences propres sont d’ordre
√
ε pour la fre´quence de libration ν et d’ordre ε pour les fre´quences
se´culaires.
2. Rappelons que l’indice p correspond a` celui de la plane`te qui he´berge les troyens.
3. Comme nous l’avons fait dans [ 3 ] cet expose´ se ge´ne´ralise aise´ment a` un syste`me comportant N plane`tes.
28
Dans ce cas, les re´sonances secondaires les plus simples a` envisager correspondent a` la situation
ou` le rapport ν/n1 est proche d’eˆtre rationnel. Notre premie`re famille de re´sonances est donc de´finie
par :
Famille I : iν + jnp = kg + ls+ k1g1 + k2g2 + k3s1, i 6= 0, j 6= 0. (3.4)
Nous verrons l’importance de cette famille de re´sonance aux paragraphes 3.2 dans les cas des
troyens de Jupiter. Si maintenant, nous modifions la ge´ome´trie de notre syste`me 4 de manie`re a`
rapprocher nos plane`tes de la re´sonance en moyen mouvement α : −β avec |α| + |β| assez petit,
la fre´quence να,β = αn1− βn2 qui auparavant e´tait d’ordre 1, voit sa valeur absolue diminuer. En
poursuivant le processus jusqu’a` ce que les fre´quences ν et να,β soient du meˆme ordre de grandeur,
les re´sonances ainsi engendre´es prendront la forme :
Famille II : iν − jνα,β = kg + ls+ k1g1 + k2g2 + k3s1, i 6= 0, j 6= 0. (3.5)
Ces re´sonances, dont l’influence sera pre´cise´e au paragraphe 3.3, jouent un roˆle dynamique im-
portant pour les troyens de Jupiter ayant une grande amplitude de libration (autour des points
de Lagrange), en particulier pour να,β = nJup − 3nSat et να,β = nJup − 2nSat. Les essaims de
Neptune contiennent e´galement cette famille de re´sonance pour να,β = nUra − 2nNep (Bodossian,
2008; Zhou et al., 2009, 2011).
En rapprochant encore le syste`me de la re´sonance α : −β, une nouvelle famille apparaˆıt, liant
la fre´quence να,β a` la fre´quence se´culaire g ou e´ventuellement s. Ainsi de´finie, la famille IV satisfait
la relation :
Famille IV : jνα,β + kg = ls+ k1g1 + k2g2 + k3s1, j 6= 0, k 6= 0. (3.6)
Pour να,β = 2nJup − 5nSat, la famille IV joue un roˆle majeur dans la dynamique a` long terme
des certains troyens de Jupiter (voir paragraphe 3.3). Ces re´sonances sont e´galement largement
implique´es dans les me´canismes d’instabilite´ des essaims de Saturne (Bodossian, 2008).
Le dernier type de re´sonance, bien connu dans tout le syste`me solaire que l’on soit ou non
a` l’inte´rieur d’une re´sonance en moyen mouvement, est celui des re´sonances se´culaires, que nous
nommerons famille III. Elle est de´finie par la relation :
Famille III : kg + ls+ k1g1 + k2g2 + k3s1 = 0. (3.7)
Ces re´sonances classiques sont pre´sentes dans tous les essaims de troyens des plane`tes du syste`me
solaire. Elles jouent un roˆle pre´ponde´rant dans la dynamique des troyens des plane`tes telluriques
comme le sugge`rent Scholl et al. (2005a) pour Mars, Scholl et al. (2005b) pour Venus et plus
ge´ne´ralement Evans et Tabachnik (2000), Morais et Morbidelli (2002) et Morais et Morbidelli
(2006).
Pour terminer, indiquons quelques limites a` la classification des familles indique´e ci-dessus.
Tout d’abord, elle est bien adapte´e a` un syste`me plane´taire comparable au syste`me solaire, et
en particulier aux troyens des plane`tes ge´antes. Mais, il ne faut pas non plus que la masse de la
plane`te dont on e´tudie les troyens soit trop importante par rapport a` celle de l’e´toile. En effet,
quand les masses s’approchent de la valeur de Gascheau (mp/m0 ≈, paragraphe 2.1), g devient
comparable a` ν et d’autres phe´nome`nes peuvent se produire. Enfin, notons que, si l’aplatissement
du corps central est relativement important, dans le cas par exemple pour un syste`me de satellites
d’une plane`te ge´ante, la fre´quence de pre´cession du pe´ricentre g est bien plus e´leve´e que ne l’est la
fre´quence de libration ν (c’est le cas pour Janus et Epime´the´e voir chapitre 4). Ceci offre d’autres
possibilite´s de re´sonances qui ne seront pas conside´re´es ici.
3.2 La structure re´sonante des troyens de Jupiter
Apre`s ces conside´rations ge´ne´rales, inte´ressons-nous a` la dynamique a` l’inte´rieur des essaims
de troyens de Jupiter tels qu’ils sont dans le syste`me solaire actuel. La majeure partie des re´sultats
4. On peut, pas exemple, modifier la valeur d’un des demi-grands axes.
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qui seront pre´sente´s a e´te´ obtenue par l’analyse de l’application fre´quence. Elle sera construite de
manie`re similaire a` celle pre´sente´e au paragraphe 1.4, mais en remplac¸ant le moyen mouvement
propre n, qui dans le cas des troyens est toujours e´gal au moyen mouvement propre de Jupiter, par
la fre´quence ν dite fre´quence de libration. Elle sera de´duite de l’approximation quasi-pe´riodique
de a exp i(λ− λJup) et sera ainsi associe´e a` la libration de la longitude moyenne du troyen autour
de celle de Jupiter. Nous e´tudierons donc l’application qui, pour une valeur fixe´e des e´le´ments
elliptiques angulaires initiaux du troyen Θ0 = (λ0, $0,Ω0), aux variables d’action (a, e, I) associe
les fre´quences fondamentales (ν, g, s). Notons que, comme dans le cas des aste´ro¨ıdes de la ceinture
principale en dehors des re´sonances en moyen mouvement, dans le cas de la re´sonance coorbitale,
les fre´quences g et s sont de´termine´es a` partir des fonctions du temps e exp(i$) et sin(I/2) exp(iΩ).
Avant de poursuivre, pre´cisons un point sur lequel sont base´es les e´tudes pre´sente´es dans [ 3 ].
Notons d’abord F0 l’application fre´quence dans le cas du proble`me restreint elliptique des 3-corps
(Soleil, Jupiter sur une orbite elliptique et une particule), Θ0 e´tant fixe´. Ajoutons a` ce proble`me
une perturbation de´pendant quasi-pe´riodiquement du temps, et notons Fε l’application fre´quence
de´finie dans ce cas, Θ0 e´tant toujours fixe´ a` la meˆme valeur. Fε peut alors eˆtre vue comme
une perturbation de l’application fre´quence F0. En d’autres termes, l’image F0(D) d’un domaine
tridimensionnel D de l’espace des actions de l’espace des actions (a, e, I) par l’application F0 est
voisine de l’image du meˆme domaine par Fε, ceci au moins pour leur partie re´gulie`re, image par
l’application fre´quence des conditions initiales conduisant a` des tores de KAM. Bien que n’e´tant
pas clairement de´montre´e, cette affirmation est ve´rifie´e nume´riquement dans le cas de Jupiter
dans [ 2 ], [ 3 ] e´galement pour Saturne et Neptune dans Bodossian (2008), et son utilisation sera
essentielle dans tout ce chapitre.
Revenons maintenant a` l’e´tude de la dynamique des troyens de Jupiter. Nous avons montre´
dans [ 2 ] que le mode`le le plus simple qui repre´sentait les principales structures dynamiques ren-
contre´es dans les essaims de troyens de Jupiter e´tait celui contenant les troyens, le Soleil, Jupiter
et Saturne. Par rapport au mode`le contenant les 4 plane`tes ge´antes, ce dernier a l’avantage de
ne contenir que peu de fre´quences perturbatrices (exte´rieures). En effet, une trajectoire quasi-
pe´riodique du syste`me plane´taire Soleil, Jupiter, Saturne posse`de les 5 fre´quences fondamentales 5
(n5, n6, g5, g6, s6). Ainsi, en s’appuyant sur la description des 4 familles de re´sonances pre´sente´es
au paragraphe 3.1, l’identification d’une re´sonance particulie`re reste abordable, ce qui n’est plus
ne´cessairement le cas pour le mode`le incluant les 4 plane`tes ge´antes et donc 11 fre´quences de
forc¸age. Mais ceci n’a que peu d’importance puisque l’ajout d’Uranus et Neptune au mode`le
n’alte`re que tre`s mode´re´ment la structure re´sonante des essaims de troyens de Jupiter [ 2 ].
Concentrons-nous de´sormais sur le cas des troyens de Jupiter mode´lise´s par le proble`me res-
treint des 4 corps (Soleil, Jupiter, Saturne, petit corps). Notons d’abord qu’il n’y pas de diffe´rence
notable entre la dynamique globale de l’essaim centre´ en L4 qui pre´ce`de Jupiter sur son orbite
et celui qui la succe`de, nous reviendrons sur ce point au paragraphe 3.4. Pour cette raison, nous
nous concentrerons sur l’essaim de L4.
La figure 3.1 permet d’appre´cier les de´tails de la structure dynamique de l’essaim. A chaque
couple de conditions initiales (a, e) ∈ [5.005, 5.403] × [0, 0.4], les autres conditions initiales e´tant
fixe´es a` I = I5, λ − λ5 = $ −$5 = pi/3 et Ω = Ω5, est assigne´e une couleur correspondant a` la
diffusion de la fre´quence ν calcule´e sur deux intervalles de temps conse´cutifs de 5 millions d’anne´es
chacun. La zone la plus stable, bleu fonce´ ou` la diffusion relative |(ν1 − ν2)/ν1| < 10−6, inclut un
large voisinage de la configuration e´quilate´rale de Lagrange situe´ en (a, e) ≈ (5.21, 0.05), que l’on
notera encore L4, en gardant en me´moire qu’il ne s’agit pas d’une orbite pe´riodique comme dans
le proble`me restreint circulaire mais d’une trajectoire quasi-pe´riodique (voir paragraphe 3.1). De
cette re´gion centrale partent des structures dont la diffusion est plus e´leve´e (vertes a` jaunes) qui
viennent s’accumuler a` la frontie`res de l’essaim en des structures de haute diffusion (> 10−2 en
rouge). Les instabilite´s induites par ce recouvrement tendent a` e´jecter les troyens a` l’exte´rieur de
5. Par analogie aux plane`tes du syste`me solaire, n5 et n6 sont les moyen mouvements propres de Jupiter et de
Saturne, 5 ie`me et 6 ie`me plane`tes. Les notations g5, g6, s6 se rapportent aux fre´quences se´culaires du syste`me solaire
(voir Carpino et al., 1987; Laskar, 1990). Par convention la fre´quence s5 est nulle.
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Figure 3.1 – Carte dynamique de l’essaim L4 de Jupiter. Coupe dans le plan de coordonne´es (a, e) pour I = I5+2◦.
Le code de couleur indique les diffe´rentes valeurs de la quantite´ log10 | ν
1−ν2
ν1
| mesurant la diffusion en ν.
la re´sonance coorbitale (re´gions noires). Notons e´galement que ces structures, qui sont lie´es a` la
pre´sence de re´sonances, sont syme´triques par rapport a` la droite e = e5 ≈ 0.0489 et e´galement
par rapport a` la droite verticale a = a5 ≈ 5.2035 ua. Ces proprie´te´s, qui sont explicite´es dans [ 2
] permettent de re´duire le domaine d’e´tude au rectangle a ≥ a5 et e ≥ e5.
Il convient maintenant d’identifier les re´sonances sous-jacentes a` ces structures. On trouve la
trace de certaines de ces re´sonances dans la litte´rature : Michtchenko et al. (2001) montrent que la
grande ”arche” rouge qui borde la limite exte´rieure de l’essaim sur notre figure 3.1 correspond a` la
re´sonance se´culaire s = s6 ; et Nesvorny et Dones (2002) suspectent les commensurabilite´s entre la
fre´quence de libration du troyen ν et la fre´quence associe´e a` la combinaison de longitudes λ5−2λ6
d’engendrer certaines instabilite´s. Ces deux types de re´sonances font respectivement partie des
familles III, de´finie par l’e´quation (3.7), et II avec α = 1 et β = 2 de´crite en (3.5), formules dans
lesquelles on aura pris soin de remplacer les fre´quences ge´ne´riques (g1, g2, s1) par (g5, g6, s6).
L’identification des autres re´sonances qui structurent la dynamique des essaims de troyens de
Jupiter n’est pas ne´cessairement aise´e. Si la troisie`me loi de Kepler permet une correspondance
presque e´vidente entre le demi-grand axe et la re´sonance orbitale dans laquelle se trouve un
aste´ro¨ıde (voir paragraphe 1.3), celle reliant les e´le´ments elliptiques et les fre´quences (ν, g, s) n’a
rien d’imme´diat. Pour parvenir a` nos fins, trois ingre´dients sont essentiels : la bijection entre les
actions et les fre´quences, qui permet de localiser une structure instable de l’espace des actions dans
celui des fre´quences, et re´ciproquement ; la classification des re´sonances en 4 familles pre´sente´es
au paragraphe 3.1 qui permet des restreindre le nombre de combinaisons de fre´quences susceptible
de correspondre a` la re´sonance observe´e dans l’espace des fre´quences ; et le recours a` un mode`le
dynamique simplifie´, comme le proble`me restreint elliptique des 3-corps qui permet de limiter les
possibilite´s de re´sonances. Sans entrer dans les de´tails de de cette analyse 6, montrons sa mise en
œuvre sur un exemple. Inte´ressons-nous d’abord aux re´sonances traversant l’essaim de L4 mode´lise´
par le proble`me restreint elliptique des 3-corps. La partie en haut a` gauche de la figure 3.2 pre´sente
une carte dynamique de ce proble`me dans l’espace des actions restreint au domaine
D = {(a, e) ∈ [5.2, 5.4]× [0.05, 0.3], I = I5 + 2◦, λ− λ5 = $ −$5 = pi/3,Ω = Ω5}. (3.8)
La figure en bas a` gauche correspond a` la projection sur le plan de coordonne´es (g, ν) de l’image
de D, une surface de R3, par l’application fre´quence. Comme nous l’avons vu pour les re´sonances
6. Toutes les pre´cisions ne´cessaires sont fournies dans [ 3 ] et [ 2 ].
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Figure 3.2 – Structure re´sonante de l’essaim L4 de Jupiter. Les conditions initiales des troyens sont e´qui-re´parties
dans le domaine D = {(a, e) ∈ [5.2, 5.4] × [0.05, 0.3], I = I5 + 2◦, λ − λ5 = $ − $5 = pi/3,Ω = Ω5}. La colonne
de gauche correspond au proble`me restreint elliptique des 3-corps, celle de droite au proble`me restreint des 4-corps
incluant le Soleil, Jupiter et Saturne. En haut, les couleurs indiquent la diffusion de la fre´quence ν, le code e´tant le
meˆme que sur la figure 3.1. Aux figures du bas correspond les projections, sur le plan (g, ν) a` gauche, sur le plan
(g, s) a` droite, de l’image de D par l’application fre´quence.
se´culaires de la ceinture d’aste´ro¨ıdes, les lignes droites visibles sur le diagramme des fre´quences sont
associe´es a` des re´sonances. On montre simplement, a` l’aide de la formule 3.3, que ces structures
correspondent aux trois groupes de re´sonances 12ν − n5 = qg, 13ν − n5 = qg et 14ν − n5 =
qg, les valeurs de l’entier q e´tant donne´es au paragraphe 2.3.2.1 de Robutel et al. (2005). Ces
re´sonances sont parfaitement visibles dans l’espace des actions. Proche le L4, elles s’identifient
aux fines courbes bleu clair, a` mesure que l’on s’e´loigne du centre de l’essaim, la largeur de la zone
d’instabilite´ (mode´re´e) augmente jusqu’a` la fusion des re´gions re´sonantes associe´es a` chacun des
trois groupes pre´sente´s plus haut. Ce recouvrement donne finalement naissance aux trois grandes
re´gions chaotique (rouges) visibles sur la figure.
Apre`s perturbation du mode`le par l’ajout de Saturne, la structure re´sonante de l’essaim se
diversifie et s’enrichit notablement. Comme le montre la colonne de droite de la figure 3.2 (haut),
de nouvelles structures apparaissent. Pour les identifier, il est encore une fois ne´cessaire de re-
courir aux fre´quences. En effet, dans l’espace tridimensionnel des fre´quences fondamentales, une
re´sonance s’identifie a` un plan. L’intersection de ce plan re´sonant avec l’image de D par l’appli-
cation fre´quence est donc une courbe plane. La projection de cette courbe sur un plan est alors
une droite, si ce plan est perpendiculaire au plan re´sonant, et une courbe dans le cas contraire.
Ainsi, par des choix judicieux des plans sur lesquels on projette l’image de D par l’application
fre´quence, l’identification des re´sonances devient (relativement) aise´e. Sur le plan de coordonne´es
(ν, g) on retrouve e´videmment les re´sonances de´ja` identifie´es dans le cas du proble`me restreint
des 3-corps, dont les principales structures qui sont indique´es par les lettres A et B (Fig. 3.2
en haut a` droite) sont engendre´es par les re´sonances de la famille I correspondant aux relations
13ν − n4 = kg + k5g5 + k6g6 = 0 et 14ν − n4 = kg + k5g5 + k6g6 = 0. La situation est complique´e
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par la pre´sence de re´sonances de la famille II qui sont indique´es sur la figure par les labels −p, p
allant de 0 a` 3 et ont pour e´quation 5ν − 2(n5 − 2n6) + pg + p5g5 + p6g6 = 0.
En projetant sur le plan (g, s) (Fig. 3.2 en bas a` droite), d’autres droites re´sonantes se dessinent.
On ve´rifie que ces droites horizontales et verticales correspondent respectivement a` des re´sonances
de la famille III, qui regroupe les re´sonances se´culaires, et a` la famille IV, ou` la fre´quence να,β
intervenant dans la formule (3.6) est e´gale a` 2n5 − 5n6 = ν2,5, autrement dit, a` la fre´quence de
la grande ine´galite´. Parmi toutes les structures qui apparaissent sur le rectangle en bas a` droite
de la figure, les plus notables sont les structures verticales (note´es a et b) et horizontales dont
la principale est note´e α. Les structures a et b correspondant respectivement aux re´sonances
4g + 2n5 − 5n6 − g5 = 0 et 4g + 2n5 − 5n6 − 2g5 + g6 = 0. La structure α n’est autre que la
re´sonance se´culaire s = s6 qui de´limite, pour de faibles inclinaisons, les re´gions les plus stables des
essaims. Si ici la structure re´sonante des essaims a` faible inclinaison a e´te´ survole´e, elle est e´tudie´e
en de´tails dans l’article [ 2 ], ainsi que la modification de sa ge´ome´trie pour des inclinaisons plus
e´leve´es.
3.3 Dynamique a` long terme et diffusion dans l’espace des fre´quences
Toutes les simulations pre´sente´es jusqu’ici ont e´te´ re´alise´es sur une e´chelle de temps relative-
ment courte. L’ide´e propose´e dans [ 2 ] est d’ite´rer le processus ayant conduit a` la re´alisation de la
figure 3.2 dans un double objectif : d’une part de comprendre et de mesurer l’effet de la structure
re´sonante mise a` jour ci-dessus sur la stabilite´ a` long terme des essaims de troyens de Jupiter et
d’autre part de pouvoir observer la dynamique directement dans l’espace des fre´quences.
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Figure 3.3 – Diffe´rents types de diffusion vus dans l’espace des fre´quences. Partie gauche : diffusion de type Arnold
projete´e sur le plan (g, s). La particule e´volue le long de la re´sonance 4g+2n5−5n6−g5 = 0 durant les 600 premiers
millions d’anne´es, puis en sort pour errer dans la zone chaotique bordant la re´sonance s = s6. Elle quitte enfin
l’essaim apre`s 800 millions d’anne´es passe´es dans la re´sonance coorbitale. La figure de gauche pre´sente une diffusion
du type Chirikov transverse aux re´sonances de la famille II projete´e sur le plan (g, ν). Les lignes interrompues
indiquent la position de re´sonances 5ν − 2ν1,2 + kg5 − (2 + k)g6 = 0 avec de bas en haut k = −5 a` k = 4. Les
fre´quences sont compte´es en arcsec/an.
Pour atteindre le premier objectif, au moins pour de faibles inclinaisons, les conditions initiales
du domaine D, de´fini par la formule (3.8), ont e´te´ inte´gre´es sur une dure´e d’un milliard d’anne´es,
se´pare´e en 200 tranches de 5 millions d’anne´es sur lesquelles les fre´quences fondamentales de
chaque trajectoire ont e´te´ calcule´es. On constate d’abord que presque tous les troyens situe´s au
voisinage et au-dela` de la re´sonance se´culaire s = s6 sont e´jecte´s de la zone coorbitale en moins
d’un milliard d’anne´es. On observe e´galement que la majeure partie des zones colore´es en rouge
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(diffusions supe´rieures a` 10−3) sur les cartes de stabilite´ e´tablies sur 10 millions d’anne´es sont
de´peuple´es au bout d’un milliard d’anne´es. Cependant, une exception a` cette re`gle est fournie par
la re´gion note´e A sur la figure 3.2 et associe´e au recouvrement des re´sonances de la famille II de
la forme 13ν − n4 = kg + k5g5 + k6g6 = 0. Nous en verrons plus loin la raison. Une e´tude plus
approfondie (voir les sections 3.1 et 3.2 de [ 2 ]) montre qu’au fil du temps, des lacunes se creusent
au voisinage des re´sonances principales de la famille IV. La re´sonance 4g + 2n5 − 5n6 − g5 = 0
de´signe´e par la lettre a sur la figure 3.2 semble eˆtre particulie`rement implique´e dans le processus
d’e´rosion a` long terme des essaims signale´ par Levison et al. (1997). On constate, le long de cette
re´sonance, mais e´galement au voisinage de la re´sonance 4g + 2n5 − 5n6 − 2g5 + g6 = 0, que des
phe´nome`nes de diffusion apparaissent sur de grandes e´chelles de temps.
Comme le montre l’exemple donne´ sur la partie gauche de la figure 3.3, c’est dans l’espace des
fre´quence que la diffusion s’interpre`te le plus simplement. On peut observer (en vert) l’e´volution
des fre´quences (g, s) projete´es sur le fond rouge correspondant aux fre´quences de la figure 3.2 (bas,
droite). Les fre´quences de la trajectoire, dont les conditions initiales sont choisies sur la re´sonance
4g+2n5−5n6−g5 = 0 et proche de L4, e´voluent le long de cette re´sonance durant les 600 premiers
millions d’anne´es (g est toujours constant alors que s marque une tendance a` diminuer). Puis, la
particule quitte cette re´sonance pour errer au voisinage de s = s6. Elle est finalement e´jecte´e de
l’essaim de L4 apre`s l’avoir parcouru durant 800 millions d’anne´es. De nombreux autres exemples
de ce type de diffusion on e´te´ identifie´s au voisinage des re´sonances de la famille IV, certains sont
pre´sente´s dans [ 2 ]. Ce phe´nome`ne, qui semble assez courant, offre un moyen de transporter les
troyens de l’inte´rieur des essaims vers les re´gions exte´rieures tre`s instables. Il contribue au lent
de´peuplement des essaims identifie´ par Levison et al. (1997).
A l’inverse de cette lente diffusion que certains auteurs comparent a` une diffusion d’Arnold
(1964), un autre phe´nome`ne agissant sur des e´chelles de temps bien plus courtes coexiste. Il s’agit
du phe´nome`ne engendre´ par une diffusion transverse aux re´sonanse de la famille II, rencontre´ en
particulier dans la re´gion instable note´e A. Sur l’exemple pre´sente´ sur la partie droite de la figure
3.2, les fre´quences ont tendance a` se regrouper le long des re´sonances 5ν−2ν1,2 +kg5−(2+k)g6 =
0 subissant des transitions rapides entre ces dernie`res comme c’est le cas dans le me´canisme
de recouvrement des re´sonances de´crit par Chirikov (1959). Bien que les trajectoires diffusent
rapidement dans l’espace des fre´quences, on observe que, dans la grande majorite´ des cas, ce
mouvement reste borne´. Les troyens implique´s dans ce type de diffusion ont donc un mouvement
chaotique, mais ne sont pas, en ge´ne´ral, e´jecte´s des essaims. Ceci explique pourquoi la re´gion rouge
A subsiste durant au moins un milliard d’anne´es bien qu’e´tant chaotique.
3.4 Relations entre les troyens observe´s et la structure re´sonante
Une question importante est de savoir si les me´canismes et la structure re´sonante de´crits au fil
des paragraphes pre´ce´dents sont purement the´oriques ou s’ils existent re´ellement dans le syste`me
solaire. Une manie`re de re´pondre a` cette question est de positionner les troyens re´els par rapport
a` cette structure re´sonante et de regarder si, parmi les troyens connus pour leur comportement
chaotique, certains sont lie´s aux re´sonances de´crites plus haut. On pourrait, comme nous l’avons
fait dans Robutel et Laskar (2001) pour des corps de la ceinture de Kuiper, construire une carte
de stabilite´ du voisinage d’un troyen observe´ en fixant toutes ses conditions initiales a` une e´poque
donne´e, sauf deux (par exemple le demi-grand axe et l’excentricite´) qui serviraient de coordonne´es
a` la carte 3.1 ou 3.2, mais toutes les particules fictives constituant ces dernie`res ont toutes les
meˆmes phases initiales θ0 = (λ0, $0,Ω0), ce qui n’est pas le cas des troyens observe´s. Comme la
localisation des re´sonances sur ce type de cartes de´pend des phases, la comparaison n’aurait que
peu de sens.
Pour cette raison, nous avons de´veloppe´ dans Robutel et al. (2005) une me´thode base´e sur la
correspondance entre l’espace des actions et celui des fre´quences. Supposons que nous souhaitions
repre´senter les troyens sur des cartes en action pour lesquelles les angles initiaux sont fixe´s a`
θr = (λr, $r,Ωr). Si les e´le´ments elliptiques initiaux de notre troyen observe´ sont (ao, eo, Io) pour
34
les actions et θo = (λo, $o,Ωo) pour les angles, cet aste´ro¨ıde sera e´quivalent d’un point de vue
dynamique a` celui dont les e´le´ments elliptiques initiaux sont (a, e, I) et θr avec
(a, e, I) = F−1θr ◦ Fθo(ao, eo, Io) (3.9)
ou` les Fθr et Fθo sont les applications fre´quences associe´es aux angles θr et θo. L’ide´e sous-jacente
e´tant que si deux trajectoires ont les meˆmes fre´quences fondamentales, elles sont dynamiquement
e´quivalentes. Bien entendu, cela n’aura de sens que pour des corps dont la trajectoire est sinon
quasi-pe´riodique, au moins proche d’un tel mouvement. De cette manie`re, a` un troyen re´el de´fini
pas ses e´le´ments elliptiques a` une e´poque donne´e, on peut faire correspondre un unique troyen
fictif ayant pour actions les e´le´ments (a, e, I) donne´s par la formule (3.9) et comme phases les θr
fixe´es une fois pour toute. Afin de visualiser les re´sultats ainsi obtenus, dans Robutel et al. (2005)
nous avons se´lectionne´ des sections de l’espace des actions (a, e, I) a` inclinaisons constantes et
projete´ chaque aste´ro¨ıde sur le plan dont il e´tait le plus proche en garantissant que la diffe´rence
des fre´quences fondamentales entre la trajectoire du troyen re´el et du troyen projete´ n’exce´dait
pas 0.1”/an. Cette me´thode nous a ainsi permis de placer sur des cartes de stabilite´ les 420
troyens du catalogue de Bowell 7 dont les conditions initiales e´taient les mieux connues a` l’e´poque.
Si la grande majorite´ de ces 420 corps se situe dans les re´gions les plus stables de essaims 8, la`
ou` la diffusion est minimale, certains troyens re´els sont proches ou a` l’inte´rieur de plusieurs des
re´sonances identifie´es aux paragraphes pre´ce´dents. Notons par exemple que des aste´ro¨ıdes tels
4543-Phoinix, ou 1173-Anchises qui e´voluent a` l’inte´rieur de re´sonances de la famille III et IV ont
de´ja` e´te´ remarque´s par Milani (1993) pour avoir un mouvement chaotique.
Mentionnons pour finir que les troyens de L4 et L5 ont e´te´ place´s sur les meˆmes cartes, sans
distinction de leur appartenance a` un des deux essaims. Bien que ceci puisse paraˆıtre surprenant,
il s’agit d’une de´marche naturelle puisqu’il n’y a pas de diffe´rence sensible entre les dynamiques
globales des deux essaims. On constate, en particulier, que le domaine des fre´quences qui corres-
pond aux trajectoires re´gulie`res est le meˆme dans les deux cas. Ceci est e´galement vrai des limites
de stabilite´ des essaims dans l’espace des fre´quences. Enfin, les re´sonances rencontre´es et donc
la structure re´sonante sont e´galement identiques. Certains auteurs, en comparant des cartes de
stabilite´ en e´le´ments oscillateurs instantane´s, ont constate´ des dissyme´tries entre les voisinages de
L4 et de L5 ainsi que de faibles diffe´rences de stabilite´ (voir par exemple Dvorak et Schwarz, 2005),
mais ceci, a` mon avis, refle`te principalement le fait que les substituts des points de Lagrange ne
sont pas des orbites pe´riodiques comme dans le proble`me restreint, mais quasi-pe´riodiques (voir
paragraphe 3.1 et Hou et al., 2014a,b).
Pourtant, si l’on s’inte´resse a` la population observe´e dans les deux essaims de troyens dont
l’e´chantillon est complet au moins jusqu’a` une magnitude absolue de 11.5 d’apre`s Karlsson (2010),
la taille de l’essaim de L5 est d’environ 75% celle de l’essaim L4. Si l’on peut e´carter les biais obser-
vationnels (Karlsson, 2010), la raison de cette dissyme´trie n’est pas encore totalement comprise,
bien que certains mode`les tendent a` fournir des explications convaincantes (Morbidelli et al., 2005;
Nesvorny et al., 2013; Di Sisto et al., 2014).
3.5 Evolution de la structure re´sonante lors d’une migration
Nous avons vu au paragraphe 3.3 l’existence de phe´nome`nes de diffusion a` long terme de
certaines familles de re´sonance. Il existe donc des chemins, sur lesquels certains troyens peuvent
voyager tre`s lentement des parties centrales de l’essaim (partie la plus stable) vers les parties
externes d’ou` ils peuvent s’e´chapper rapidement. Ce re´sultat permet d’expliquer le me´canisme de
lente e´rosion des essaims de troyens conjecture´ par Levison et al. (1997). Inversement, comme
le syste`me conside´re´ est conservatif, les chemins qui permettent de quitter la re´gion coorbitale
sont e´galement ceux par lesquels on y pe´ne`tre. Mais ce me´canisme est bien trop lent, donc trop
peu efficace, pour expliquer la formation des essaims de troyens par capture diffusive. Divers
7. ASTORB database (http ://www.naic.edu/∼nolan/astorb.html).
8. Voir Michtchenko et al. (2001), Nesvorny et Dones (2002), ou encore Tsiganis et al. (2005b).
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me´canismes de formation des essaims ont e´te´ envisage´s, comme la capture des troyens durant la
formation de Jupiter (Marzari et Scholl, 1998), la collision de corps parents (Shoemaker et al.,
1989) ou encore leur accre´tion en pre´sence de gaz (Yoder, 1979). Mais aucun de ces mode`les
n’est capable d’expliquer la pre´sence de troyens a` forte inclinaison (pouvant aller jusqu’a` 35◦).
Cette difficulte´ semble avoir e´te´ leve´e par le me´canisme base´ sur le  mode`le de Nice  (Tsiganis
et al., 2005a) dans lequel les troyens sont capture´s durant la migration plane´taire (Morbidelli et al.,
2005). Dans ce mode`le de migration, les plane`tes interagissant avec le disque de plane´te´simaux ont
tendance a` voir leur demi-grand axe e´voluer de manie`re globalement monotone 9 et pratiquement
continument. Dans la dernie`re variante de ce mode`le (voir Nesvorny et al. 2013), dans laquelle
une cinquie`me plane`te ge´ante est e´jecte´e du syste`me solaire, la variation des demi-grands axes
peut subir de fortes discontinuite´s, notamment lors de l’e´jection de cette ge´ante. Ce mode`le, dans
lequel Jupiter semble sauter sur les plane´te´simaux pour les capturer dans ses essaims de troyens,
fait apparaˆıtre, suivant les simulations, diverses dissyme´tries entre les populations de L4 et L5
comparables a` celles observe´es dans le syste`me solaire actuel. Quel que soit le mode`le de migration
utilise´, il engendrera une modification, continue ou non, de la ge´ome´trie du syste`me des plane`tes
ge´antes, et donc des perturbations que subissent les troyens. En d’autres termes, ce phe´nome`ne
modifie les fre´quences de forc¸age du syste`me, dans la mesure ou` la trajectoire du syste`me plane´taire
reste bien approxime´e par une fonction quasi-pe´riodique (ce qui peut localement ne pas eˆtre le
cas, en particulier au voisinage d’une re´sonance entre les plane`tes).
On peut alors aborder la question de la stabilite´ lors de la migration sous un angle plus ge´ne´ral,
en se demandant ce que l’on peut dire de la stabilite´ des essaims pour un jeu de fre´quences
fondamentales du syste`me plane´taire donne´. La re´ponse a` cette question permet de comprendre
l’e´volution dynamique des essaims lors d’une variation des ces fre´quences, qu’elle soit due a` une
migration ou a` un autre facteur. Le formalisme pre´sente´ tout au long de ce chapitre permet de
re´pondre a` ce type de question, ou tout du moins d’en fournir les moyens.
En effet, conside´rons maintenant l’ensemble des trajectoires quasi-pe´riodiques du syste`me non
perturbe´, c’est a` dire celle d’un essaim de troyens mode´lise´ par le proble`me des 3-corps restreint.
A cet ensemble, associons le domaine F ⊂ R3 forme´ des fre´quences fondamentales (ν, g, s) de ces
trajectoires. La dynamique globale des essaims (stabilite´, instabilite´, diffusion, ...) de´pendra alors
essentiellement des re´sonances pouvant apparaˆıtre dans le domaine de fre´quence F . Nous avons
vu que sans perturbation, les re´sonances intervenant e´taient d’ordre e´leve´ et n’engendraient que
des instabilite´s tre`s localise´es. En prenant en compte les perturbations plane´taires (a` fre´quences
fondamentales plane´taire fixe´es), tout un re´seau de re´sonances apparaˆıt, constitue´ en particulier
des quatre familles de´crites au paragraphe 3.1. Chacune de ces re´sonances correspond, dans l’espace
des fre´quences, a` un hyperplan (ici plan de dimension 2 dans R3). Notre proble`me se rame`ne donc
simplement a` savoir si certains de ces plans rencontrent F . Ceci se re´sout simplement si l’on
connait le domaine F et le re´seau donne´ par les formules (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7). Inversement,
on peut choisir les fre´quences fondamentales plane´taires de manie`re a` ce que les re´sonances soient
tre`s pre´sentes dans le domaine F , ce qui rendra les essaims tre`s instables, ou au contraire presque
absents, ce qui correspondra a` une situation beaucoup plus stable. Ces deux situations oppose´es
sont illustre´es par la figure 3.4. Le graphique du haut a de´ja` e´te´ pre´sente´ au paragraphe 3.2, il
repre´sente l’essaim de L4 dans la configuration actuelle du syste`me solaire. En rapprochant Saturne
de Jupiter de manie`re a` ce que la fre´quence 2n6−n5 soit de l’ordre de grandeur des valeurs atteintes
par ν dans l’essaim (a2 = 8.75 ua au lieu des 9.5855 ua), on permet aux re´sonances de la famille
II de pe´ne´trer largement ce dernier. Ainsi perturbe´e, la partie stable de l’essaim est re´duite a` un
petit voisinage des points de Lagrange (voir e´galement la figure 3.5). Comme on peut le constater
sur la figure du bas, les re´sonances de la famille IV ont un effet similaire. A tre`s courte distance
de la re´sonance 5:2 entre Jupiter et Saturne (a2 = 9.6 ua) on quitte le domaine ou` dominent les
re´sonances de la famille II pour entrer dans le domaine de la famille IV associe´e aux re´sonances
de la forme 5n6 − 2n5 + kg ≈ 0.
Plus ge´ne´ralement, la connaissance de l’e´volution des fre´quences fondamentales du syste`me
9. Celui de Jupiter diminue le´ge`rement alors que celui des autres plane`tes ge´antes augmente.
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Figure 3.4 – Trois valeurs
diffe´rentes du demi-grand axe
de Saturne. En haut, la situa-
tion actuelle, avec a6 = 9.5855
au, pre´sente des essaims tre`s
larges et tre`s stables, pe´ne´tre´s
par de fines re´gions chaotiques
(cf. fig. 3.2). En diminuant de
9% la valeur du demi-grand axe
de Saturne (a6 = 8.75 ua sur la
figure du milieu) la famille II lie´e
a` la re´sonance 2:1 entre Jupiter
et Saturne pe´ne`tre largement
l’essaim le de´peuplant presque
entie`rement. En approchant
le syste`me de la re´sonance
orbitale 5:2 (a6 = 9.6 au,
0.15% plus grand que la valeur
actuelle), la famille IV (figure
du bas) de´stabilise largement
les essaims.
Figure 3.5 – Pre´diction des e´pisodes instables engendre´s par les re´sonances de la famille II. Le rectangle gris de
la figure du bas (b), repre´sente les valeurs de ν accessibles dans les essaims de Jupiter a` une inclinaison de l’ordre
de 2◦. Les segments incline´s donnent la valeur de la fre´quence (i/j)να,β en fonction du demi-grand axe de Saturne
donne´ en abscisse. Les segments rouges correspondent a` (α, β) = (1, 2), les noirs a` (3, 7) et les verts a` (2, 5). Les
nombres rationnels i/j sont indique´s sur chacun des segments. La fraction de troyens e´jecte´s de l’essaim est trace´
sur la figure du haut (a). Le segment vertical bleu indique la position du syste`me solaire actuel.
plane´taire permet de pre´dire l’e´volution dynamique des essaims. Prenons pour exemple les essaims
de troyens de Jupiter perturbe´s par Saturne, et supposons que le demi-grand axe de cette dernie`re
plane`te peut varier entre 8.3 ua, valeur qui place les deux plane`tes en re´sonance 2:1, et 9.6 ua, au
cœur de la re´sonance 5:2. Pour chaque valeur du demi-grand axe de Saturne, l’analyse en fre´quence
nous permet de de´terminer les fre´quences fondamentales du syste`me plane´taire. En outre, cette
meˆme me´thode permet e´galement de de´terminer le domaine de fre´quences F dans le proble`me
restreint des 3-corps. Le demi-grand axe de Jupiter e´tant fixe, ce domaine sera pratiquement
invariant, seul l’effet des perturbations dues a` Saturne variera avec son demi-grand axe. Si le
demi-grand axe de la plane`te abritant les troyens variait e´galement, il suffirait de faire la meˆme
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e´tude en divisant les fre´quences fondamentales des troyens (ν, g, s) par le moyen mouvement de la
plane`te en question (voir l’e´tude de la dynamique des essaims de troyens de Saturne re´alise´e par J.
Bodossian en 2008). Il ne reste plus qu’a` chercher les intersections des re´sonances potentielles avec
le domaine F . La figure 3.5-b illustre cette technique de pre´diction dont tous les de´tails sont fournis
dans [ 3 ]. Pour simplifier, cette figure se limite au passage des re´sonances de la famille II dans la
partie de faible inclinaison de l’essaim, l’e´tude pre´sente´e dans [ 3 ] e´tant bien plus ge´ne´rale. Sur
cette figure, les segments incline´s donnent la valeur de quantite´s (i/j)να,β (les de´tails sont donne´s
dans la le´gende de la figure) en fonction du demi-grand axe de Saturne, alors que le rectangle
gris donne l’intervalle de valeur que peut prendre ν dans la partie de l’essaim ou` l’inclinaison est
faible. L’intersection des ces segments avec le rectangle indique les valeurs du demi-grand axe de
Saturne pour lesquelles les re´sonances de la famille II ve´rifiant iν ≈ jνα,β (voir la formule 3.5),
pe´ne`trent l’essaim. Si l’on admet que l’instabilite´ de l’essaim est due a` sa pe´ne´tration par les
re´sonances, on de´duit imme´diatement les configurations du syste`me plane´taire conduisant a` des
populations stables, ou au contraire chaotiques. Pour s’en convaincre, il suffit de regarder la figure
3.5-a qui montre la bonne corre´lation entre les pre´dictions de passage des re´sonances fournies par
3.5-b et la dynamique re´elle des populations de troyens. Cette figure donne, en effet, la fraction
de troyens e´jecte´s au cours d’une simulation d’une dure´e de 10 millions d’anne´es effectue´e pour
chaque position de Saturne. Mis a` part les configurations ou` les deux plane`tes sont en re´sonance
orbitale 2:1 (a6 < 8.42 au) et 5:2 (a6 > 9.6) dans lesquelles les essaims sont presque totalement
de´peuple´s, la courbe donnant le taux d’e´jection en fonction de a6 e´volue en dents de scie, en
passant par un maximum local a` chaque traverse´e de re´sonances puis de´croissant a` mesure que
ces dernie`res s’e´loignent.
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Chapitre 4
Sur la rotation des corps en
re´sonance coorbitale
4.1 Mode´lisation de la rotation
Comme nous l’avons fait au chapitre 2, nous conside´rons deux corps de masses non nulles
m1 et m2 en mouvement coorbital autour d’un corps central de masse m0 bien supe´rieure. Mais
ici les corps ne seront plus ne´cessairement ponctuels. Nous pourrons donc nous inte´resser a` leur
rotation. Pour simplifier, et sans nuire a` la ge´ne´ralite´, nous ne conside`rerons que la rotation du
premier corps, ce qui permettra d’omettre l’indice 1 quand ceci n’induira pas d’ambigu¨ıte´. Dans ces
conditions, nous supposerons que l’orbite du corps en rotation est plane et entie`rement de´termine´e
par ses coordonne´es polaires (r, f) (voir la figure 4.1) dont la de´pendance temporelle est donne´e.
Supposons e´galement ce corps triaxial, les moments d’inertie suivant les axes principaux sont alors
note´s A ≤ B ≤ C. Faisons encore l’hypothe`se que l’axe de rotation du corps est son axe de plus
grande inertie, ce dernier e´tant perpendiculaire au plan orbital. Sous ces hypothe`ses, l’orientation
du corps dans un repe`re inertiel est de´finie par un unique angle θ (voir Fig. 4.1) dont l’e´volution
temporelle satisfait l’e´quation diffe´rentielle (voir par exemple Murray et Dermott, 1999) :
θ¨ +
σ2
2
(r0
r
)3
sin 2(θ − f) = 0, avec σ2 = 3Gm0
r30
B −A
C
, (4.1)
r0 e´tant une constante lie´e a` l’orbite, par exemple la valeur moyenne de r.
Figure 4.1 – De´finition des variables dans le cas coorbi-
tal. m0 est la masse du corps central, m1 celle du corps en
rotation et m2 celle du compagnon coorbital. L’angle θ,
entre un axe de re´fe´rence fixe et le grand axe du corps de
masse m1 mesure sa rotation. (r, f) est le couple de coor-
donne´es polaires positionnant le corps en rotation. Dans
le cas ke´ple´rien (m2 = 0) ces parame`tres ont encore la
meˆme signification, en particulier, f devient la longitude
vraie. Enfin, dans le cas coorbital, ζ est la moyenne sur les
courtes pe´riodes de la diffe´rence des longitudes moyennes
λ1 − λ2 des deux corps. En conse´quence, il ne s’agit de
l’angle repre´sente´ sur la figure que quand les excentricite´s
sont nulles.
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L’e´quation de la rotation (4.1) est le plus souvent e´tudie´e dans le cas ou` le mouvement du
corps en rotation est ke´ple´rien. Les quantite´s r et f de´pendant alors pe´riodiquement du temps,
on peut les de´velopper en se´rie de Fourier a` l’aide des coefficients de Hansen Xp,qk (voir Laskar,
2005). La substitution de ces expressions dans (4.1) conduit a` l’e´quation :
θ¨ +
σ2
2
+∞∑
k=−∞
X−3,2k (e) sin(2θ − knt) = 0 , (4.2)
dans laquelle les coefficients de Hansen X−3,2k (e) sont d’ordre e
|k−2| quand e tend vers ze´ro. Cette
expression montre que les principales re´sonances spin-orbit, sont centre´es sur les fre´quences de rota-
tion θ˙ = kn/2 et ont une amplitude d’ordre σ
√
e
|k−2|
en terme de fre´quence. Ainsi, les re´sonances
spin-orbit les plus significatives, au moins pour des excentricite´s faibles a` mode´re´es, sont : la
re´sonance synchrone 1:1 dans laquelle se trouve la Lune, la 3:2 ou` e´volue Mercure et la 1:2. Pour
de faibles valeurs de e ou de la triaxialite´ (B − A)/C, les principales re´sonances sont isole´es et
la rotation du corps est re´gulie`re pour la plupart des conditions initiales. Pour de plus grandes
largeurs des ıˆles de re´sonance, ce qui se produit pour des valeurs de e ou de (B − A)/C plus
e´leve´es, ces re´sonances se recouvrent partiellement en donnant naissance a` de grandes re´gions
chaotiques, comme l’ont montre´ Wisdom et al. (1984). Au contraire, si l’excentricite´ tend vers
ze´ro, l’amplitude de toutes les re´sonances spin-orbit tend e´galement vers ze´ro, a` l’exception de la
re´sonance synchrone. Ainsi, comme X−3,2k (0) = 0 quand k 6= 2, l’e´quation (4.2) se rame`ne a` celle
d’un pendule.
En pre´sence de dissipations, le mouvement de rotation peut eˆtre capture´ dans une de ces
re´sonances, comme c’est le cas pour Mercure (Colombo, 1965). La probabilite´ de capture dans
une re´sonance donne´e diminuant avec son amplitude (Goldreich et Peale, 1966), la seule issue
possible (ou de loin la plus probable) pour un corps e´voluant sur une orbite circulaire ou faiblement
excentrique est la capture en re´sonance synchrone.
Nous avons montre´ dans [ 4 ] que la situation pouvait eˆtre tre`s diffe´rente si le corps en rotation
e´tait en re´sonance coorbitale avec un compagnon. Si les corps de masses m1 et m2 sont coorbitaux,
les fonctions du temps r et f intervenant dans l’e´quation (4.2) ne sont plus des fonctions de´pendant
pe´riodiquement du temps, mais plutoˆt des fonctions quasi-pe´riodiques 1. En supposant, comme
nous l’avons fait dans [ 4 ] que le mouvement des coorbitaux est quasi-circulaire, en d’autres
termes que l’on pourra ne´gliger leur excentricite´ (voir chapitre 2), on peut montrer 2 qu’a` l’ordre
1 du petit parame`tre µ = (m1 +m2)/m0, les quantite´s r et f sont approxime´es par
f = nt+ δζ, r = a = a
(
1− δ 3ζ˙
2n
)
, δ =
m2
m1 +m2
. (4.3)
Dans ces expressions, les variations a` longue pe´riode provenant de la re´sonance coorbitale inter-
viennent par le biais de ζ qui satisfait l’e´quation diffe´rentielle
ζ¨ = −3µn2(1− (2− 2 cos ζ)−3/2) sin ζ, (4.4)
e´quation qui de´coule du hamiltonien (2.43). La position du corps en rotation de´pend donc quasi-
pe´riodiquement du temps, avec pour fre´quences fondamentales le moyen mouvement n et la
fre´quence de libration dans la re´sonance coorbitale ν.
Supposons d’abord que l’amplitude de libration coorbitale soit faible. Cette hypothe`se sim-
plificatrice permet de mettre simplement en e´vidence un me´canisme de de´multiplication de l’ˆıle
synchrone faisant apparaˆıtre un nouveau type de re´sonances spin-orbit. D’apre`s le chapitre 2, au
voisinage des configurations circulaires de Lagrange, on peut e´crire :
ζ = ζ0 + α sin(νt) avec ν ≈ n
√
27µ/2, (4.5)
1. On ne s’inte´resse qu’au cas ou le mouvement orbital est quasi-pe´riodique, donc parfaitement re´gulier.
2. En adaptant la the´orie de´veloppe´e par E´rdi (1977) dans le cadre du proble`me restreint des 3-corps au cas ou`
les trois masses sont toutes non nulles (voir e´galement [ 5 ]).
40
avec ζ0 = ±pi/3 suivant la configuration choisie, et ou` α repre´sente l’amplitude de la libration au
voisinage de cette configuration. En injectant ces expressions dans (4.3) et en remplac¸ant dans
l’e´quation (4.1) ou` seuls les termes de plus bas degre´ en α sont conserve´s, on obtient une premie`re
approximation de l’e´quation de la rotation sous la forme :
θ¨ +
σ2
2
[sin(2θ − 2u) + δα sin(2θ − 2u− νt)− δα sin(2θ − 2u+ νt)] = 0,
avec u = nt+ δζ0 .
(4.6)
Si α = 0 ou δ = 0, on retrouve le cas ke´ple´rien circulaire avec une unique ıˆle de libration associe´e
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Figure 4.2 – Diagramme de stabilite´ de
la rotation au voisinage de la re´sonance
synchrone. Le code de couleur indique la
proportion d’orbites chaotiques a` proxi-
mite´ de la rotation synchrone. La re´gion
chaotique, vert a` rouge, contient les
exemples c et f, l’exemple b e´tant a` la
frontie`re de cette zone. Au dessus de la
re´gion chaotique (log10 β > 0 dans la
re´gion indique´e par la lettre d) seule la
re´sonance synchrone est dominante, alors
qu’en dessous (log10 β < 0, ou` est situe´
l’exemple e), plusieurs re´sonances spin-
orbit coexistent. Les cercles noirs corres-
pondent aux six exemples pre´sente´s dans
[ 4 ]. L’exemple (e) est donne´ sur la figure
4.3.
a` la re´sonance synchrone. En revanche, de`s que α et δ sont non nuls, deux nouvelles re´sonances
apparaissent, la premie`re dans laquelle la fre´quence de rotation est voisine de n + ν/2 et ou` la
rotation est supersynchrone, et la seconde ou` la rotation est sub-synchrone avec une fre´quence
proche de n − ν/2. La largeur maximale des ıˆles associe´es est e´gale a` 2σ√α alors que celle de
la re´sonance synchrone est de 2σ. D’apre`s le crite`re de Chirikov, les deux ıˆles les plus proches 3
se recouvrent si ν > 2σ(1 +
√
α). Bien que ce crite`re soit approximatif, on peut en de´duire que
l’aspect global du portrait de phase de l’e´quation (4.6) de´pend principalement de la taille relative
de ν et σ ou (ce qui est e´quivalent puisque, d’apre`s le chapitre 2, ν/n est du meˆme ordre de
grandeur que
√
µ) de la grandeur de
√
µ compare´e a` celle de σ/n. En d’autres termes, puisque
σ =
√
3B−AC n, on est finalement amene´ a` comparer la taille de µ = (m1 + m2)/m0 a` celle de la
triaxialite´ (B −A)/C.
3. Supersynchone et synchrone ou` subsynchrone et synchrone.
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De manie`re sche´matique, la situation se rame`ne aux trois cas suivants :
— Si σ  ν ou B−AC  µ : les re´sonances principales sont isole´es les unes des autres, la plupart
des conditions initiales conduisent a` une rotation re´gulie`re au voisinage de la synchronisa-
tion.
— Si σ = O(ν) ou B−AC = O(µ) : les re´sonances se recouvrent partiellement engendrant de
larges re´gions chaotiques.
— Si σ  ν ou B−AC  µ : le recouvrement complet des re´sonances conduit a` une dynamique
comparable a` celle d’un pendule module´. La seule ıˆle de re´sonance est celle associe´e a` la
rotation synchrone.
Bien entendu, les estimations obtenues ci-dessus ne sont rigoureuses que pour de petites amplitudes
de libration autour des configurations e´quilate´rales. Mais, comme le montre la figure 4.2, les
conclusions restent valables meˆme pour de grandes amplitudes de libration 4. Cette figure montre
l’effet des deux principaux parame`tres α et β = σ/(
√
µn) =
√
3
µ
B−A
C sur la stabilite´ de la rotation
au voisinage de la synchronisation. Elle met en e´vidence deux grandes re´gions re´gulie`res (bleu
fonce´) associe´es aux tre`s grandes et tre`s petites valeurs de β se´pare´es par un domaine dans lequel
on observe des mouvements de nature dynamique diffe´rente, allant d’une faible diffusion (en vert)
a` des rotations fortement chaotiques (en rouge).
Pour β  1, les ıˆles associe´es aux re´sonances principales centre´es en θ˙ = n+kν/2 (k ∈ Z) sont
isole´es, comme le montre la figure 4.3. Mais, pour des amplitudes de libration dans la re´sonance
coorbitale assez grandes, ici α = 50◦, les ıˆles associe´es aux re´sonances n ± ν/2 sont de taille
comparable a` celle de la re´sonance synchrone. Ces valeurs du parame`tre β sont caracte´ristiques
des syste`mes dont au moins une des composantes est une plane`te ge´ante. Dans ce cas µ est au
moins e´gal a` 10−3, quantite´ qui ne sera certainement pas de´passe´e par la valeur de la triaxialite´
(B−A)/C. Cette situation est particulie`rement inte´ressante, non seulement du fait de l’existence
d’un nouveau type de re´sonance spin-orbit, mais e´galement parce qu’en pre´sence de dissipation, le
syste`me peut y eˆtre capture´. Si, par exemple, la vitesse de rotation, initialement bien supe´rieure
a` la fre´quence orbitale, de´croit sous l’effet de la mare´e leve´e par le corps primaire 5, la capture
en re´sonance supersynchrone θ˙ = n + ν/2 semble eˆtre la plus probable (voir figure 4.3). La
synchronisation, voire la capture en re´sonance subsynchrone, est e´galement possible comme nous
le montrons dans [ 4 ]. Ces comportements se distinguent singulie`rement du cas de la rotation sur
une orbite ke´ple´rienne de faible excentricite´, ou` le seul e´tat final possible est la rotation synchrone.
Des valeurs de β de l’ordre de 1 peuvent se rencontrer dans des syste`mes forme´s de deux
plane`tes telluriques. En effet, dans ce cas, µ et (B − A)/C peuvent eˆtre tous deux de l’ordre de
10−6 (Yoder, 1995). Ici encore, la situation dynamique est particulie`rement inte´ressante puisque
le recouvrement partiel des re´sonances conduit a` une rotation chaotique.
Reste la partie supe´rieure du diagramme, atteinte pour de fortes valeurs de β, donc pour des
coorbitaux de faible masse par rapport au corps central et dont la forme est loin d’eˆtre sphe´rique.
Ce cas est plus fre´quent dans les syste`mes de satellites que dans les syste`mes plane´taires. Le
couple Janus-Epime´the´e, ou encore les petits satellites He´le`ne et Polydeuces, coorbitaux de Dione´,
ainsi que les troyens de Te´thys, Calypso et Te´lesto, en sont de parfaites illustrations. Dans cette
situation, les re´sonances spin-orbit se recouvrent entie`rement ne laissant plus la place qu’a` l’ˆıle
synchrone. En conse´quence, le ralentissement de la rotation par dissipation de mare´e ne peut
conduire qu’a` la synchronisation. Cette situation, voisine du cas ke´ple´rien, posse`de toutefois des
particularite´s inte´ressantes qui seront e´voque´es aux paragraphes suivants.
4. Dans [ 4 ] nous montrons le meˆme type de re´sultats pour des orbites en fer a` cheval.
5. Nous avons utilise´ dans [ 4 ] le mode`le visco-e´lastique line´aire (Mignard, 1979) dont la contribution a` l’e´quation
(4.1) est donne´e par θ¨ = Kr60r
−6(θ˙ − n− δζ˙). K est une constante e´gale a` 250 an−1 sur l’exemple de la figure 4.3.
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θ − nt (rad)
θ˙/n
t (Ma)
θ˙/n
Figure 4.3 – Rotation d’un corps triaxial sur une orbite en re´sonance en moyen mouvement 1:1. Gauche : section
de Poincare´ de l’e´quation (4.1) dans le plan (θ − nt, θ˙/n). Dans cette situation ou` β = .04 et α = 50◦, les trois
ıˆles principales, centre´es en θ˙ = n − ν/2, n, n + ν/2, sont isole´es. On constate e´galement entre celles-ci la pre´sence
d’ˆıles engendre´es par des re´sonances spin-orbit d’ordre supe´rieur dans lesquelles la fre´quence de rotation est voisine
de n ± ν/4. Droite : un exemple de capture dans la re´sonance supersynchrone n + ν/2 marque´ par la ligne verte
supe´rieure. Sur l’axe des abscisses, le temps est compte´ en millions d’anne´es.
4.2 Rotation des satellites coorbitaux de Saturne
4.2.1 Quelques donne´es sur les satellites coorbitaux de Saturne
Attardons-nous dans ce paragraphe sur les six petits satellites de Saturne mentionne´s plus
haut : Janus, Epime´the´e, He´le`ne, Polydeuces, Te´thys et Calypso. Janus et Epime´the´e ont la
remarquable proprie´te´ d’eˆtre les seuls corps connus du syste`me solaire a` e´voluer de manie`re stable
(tout au moins sur une longue dure´e) sur des orbites en fer a` cheval a` l’inte´rieur de la re´sonance
coorbitale 6. Ces deux satellites orbitent a` une distance moyenne d’environ 151400 km de Saturne,
soit 2.5 fois le rayon de la plane`te, en effectuant leur re´volution en un peu moins de 0.7 jour.
Dans un repe`re tournant avec une vitesse angulaire e´gale a` leur fre´quence orbitale moyenne, ils
de´crivent, en une pe´riode de 8 ans, des orbites en fer a` cheval sche´matise´es sur la figure 4.4. En
premie`re approximation, les deux satellites de´crivent des orbites circulaires de rayon le´ge`rement
diffe´rent (moins de 100 km, ce qui repre´sente moins de 0.07% de leur distance a` Saturne). D’apre`s
la troisie`me loi de Kepler, le corps inte´rieur rattrape lentement le satellite exte´rieur conduisant a`
une rencontre proche, les deux corps e´tant alors se´pare´s d’une distance d’environ 14000 km, soit
plus de 100 rayons de Hill de ces satellites 7. Au cours de cette rencontre, les satellites  e´changent
leurs orbites de manie`re telle que le corps inte´rieur devienne exte´rieur. Bien entendu, cet e´change
n’est pas instantane´, mais s’effectue de manie`re continue et relativement lente : il faut environ 8
mois aux satellites pour accomplir ce transfert.
Les quatre autres satellites ont une orbite de type troyen en voisinage d’un des points d’e´quilibres
e´quilate´raux du syste`me forme´ de Saturne, du satellite en question et de He´le`ne ou Dione´ suivant
le cas. Quelques donne´es les concernant sont regroupe´es dans le tableau 4.1. Dans ce tableau,
sont indique´es de droite a` gauche les valeurs du moyen mouvement n, de la fre´quence de libra-
tion coorbitale ν, de la fre´quence de libration spin-orbit σ et de l’amplitude de libration dans
6. Il existe bien des aste´ro¨ıdes e´voluant sur des orbites en fer a` cheval au voisinage de la Terre (voir Brasser
et al., 2004) ou encore d’Uranus (de la Fuente Marcos et de la Fuente Marcos, 2013), mais ce type d’orbite n’est
que transitoire.
7. Le rapport µ entre la masse du satellite et celle de Saturne est d’environ 3.3× 10−9 pour Janus et 9.7× 10−10
pour Epime´the´e (voir Robutel et al. ; 2012). Le rayon de Hill e´tant de´fini pas RH = a(µ/3)
1/3, il est de l’ordre de
150 km pour Janus et 100 km pour Epime´the´e.
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22 km
77 km
a¯ = 151440 km
5.5°
14000 km
Figure 4.4 – Mouvement orbital moyen de Janus et
Epime´the´e en repe`re tournant (les variations a` la pe´riode
orbitale ont e´te´ moyenne´es). L’amplitude des variations
radiales a e´te´ augmente´e d’un facteur 500, et la taille
des lunes d’un facteur 50. Les nombres indiquent la posi-
tion des satellites au 01/07/2004 (1), 21/05/2005 (2) et
09/09/2006 (3). Figure tire´e de Tiscareno et al. (2009)
la re´sonance coorbitale. Cette dernie`re est de´finie par la quantite´ max(ζ) − min(ζ) ou` ζ ve´rifie
l’e´quation (4.4). La dernie`re colonne donne une approximation de la distance a` Saturne, exprime´e
en rayon de la plane`te. Ces satellites orbitant tous a` quelques rayons de Saturne, les dissipations
Satellite n ν σ amp. Libr. Distance
(rad/day) (rad/day) (rad/day) (deg.) (Rayon Saturne)
Polydeuces 2.3 7.93 10−3 1.86 53 6.5
He´le`ne 2.3 8.18 10−3 1.42 30 6.5
Te´lesto 3.3 9.03 10−3 3.22 8 5.1
Calypso 3.3 9.02 10−3 2.97 2 5.1
Janus 9.03 2.15 10−3 4.94 76 2.5
Epime´the´e 9.03 2.15 10−3 8.51 273 2.5
Table 4.1 – Quelques donne´es orbitales extraites de [ 5 ] et [ 6 ].
de mare´e ont permis leur capture en re´sonance spin-orbit. Sachant que leurs excentricite´s sont
faibles, de l’ordre du centie`me pour Janus et Epime´the´e et du millie`me pour les quatre autres,
et que le rapport des fre´quences σ/ν variant entre 173 pour He´le`ne et plus de 2000 pour Janus,
les re´sultats du paragraphe 4.1 montrent qu’ils ne peuvent eˆtre capture´s que dans la re´sonance
synchrone. L’amplitude de la libration a` l’inte´rieur de l’ˆıle de re´sonance devant eˆtre e´galement
amortie, la trajectoire convergera vers un attracteur quasi-pe´riodique dont les fre´quences fonda-
mentales seront celles de l’orbite, a` savoir n et ν (voir par exemple Celletti et Chierchia (2008) et
e´galement la figure 5-d de [ 4 ]). C’est donc de cette orbite, appele´e e´galement solution ou orbite
force´e, et de son voisinage dont nous traiterons dans les paragraphes suivants.
4.2.2 Sur la rotation d’e´quilibre de Janus et d’Epime´the´e
L’inclinaison de ces satellites sur l’e´quateur de Saturne e´tant tre`s faible, moins 0.2◦ pour Ja-
nus et de 0.4◦ pour son compagnon, et leurs obliquite´s e´tant encore bien plus faibles, infe´rieures a`
10 arcsec d’apre`s Noyelles (2010), l’e´tude de leur rotation a` l’aide de l’e´quation (4.1) est entie`rement
justifie´e. Une des finalite´s de [ 5 ] e´tant d’obtenir une expression de la libration force´e des coor-
bitaux (l’attracteur mentionne´ plus haut) afin d’une part, d’interpre´ter le de´phasage observe´ par
Tiscareno et al. (2009), et d’autre part de fournir un mode`le de rotation des deux satellites sus-
ceptible d’eˆtre ajuste´ aux observations dans l’espoir d’en de´duire certains parame`tres physiques
de corps. Je ne pre´senterai, dans ce paragraphe, qu’une description sche´matique et quelque peu
simplifie´e des me´thodes conduisant aux re´sultats de´taille´s dans [ 5 ].
En supposant que la libration autour le la synchronisation est de faible amplitude, donc que
l’angle θ − f se´parant le grand axe du corps de la direction Saturne-satellite reste petit, on peut
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line´ariser l’e´quation (4.1) qui devient :
θ¨ + σ2
(a
r
)3
(θ − f) = 0 , (4.7)
a e´tant le demi-grand axe moyen des satellites (a = r0).
Admettons ensuite que a/r ≈ 1 et que l’excentricite´ du satellite est constante 8, puis approxi-
mons f par l’expression
f ≈ nt+B(νt) + 2e sin (nt+B(νt)) , avec B(νt) = δζ(t). (4.8)
Dans cette dernie`re expression qui ge´ne´ralise la formule (4.3) au cas faiblement excentrique, ζ
satisfait l’e´quation diffe´rentielle (4.4) et δ est e´gale a` mE/(mJ +mE) ou a` −mJ/(mJ +mE) selon
que l’on s’inte´resse a` la rotation de Janus (indice J) ou a` celle de son compagnon (indice E).
Pre´cisons e´galement que, pour alle´ger les notations, les constantes additives correspondant a` des
phases initiales ont e´te´ supprime´es de la formule (4.8) ainsi que d’autres qui suivront. En posant
y = θ − nt−B(νt) (4.9)
et en injectant les approximations pre´ce´dentes dans l’e´quation (4.7) tout en ne´gligeant la de´rive´e
temporelle seconde de B(νt), car ν  n, on obtient l’e´quation diffe´rentielle :
y¨ + σ2y = 2eσ2 sin (nt+B(νt)) (4.10)
Cette e´quation diffe´rentielle e´tant line´aire, on peut toujours utiliser la me´thode de la variation des
constantes pour en exhiber la solution ge´ne´rale sous forme inte´grale. Mais cette formulation ne
met pas en e´vidence la solution force´e que nous recherchons. Une fac¸on classique de calculer cette
solution est d’utiliser un de´veloppement en se´rie de Fourier. Il convient de de´velopper la fonction
B(νt), ou de manie`re e´quivalente la solution ζ de l’e´quation diffe´rentielle (4.4), puis de substituer
dans sin (nt+B(νt)) pour obtenir la se´rie de Fourier du second membre de (4.10) et enfin de
re´soudre terme a` terme cette dernie`re e´quation. Si cette technique est tre`s efficace quand l’orbite
du corps en rotation libre avec une faible amplitude au voisinage des e´quilibres e´quilate´raux de
Lagrange, car les coefficients du de´veloppement de l’orbite et donc ceux de la solution force´e de
(4.10) de´croissent rapidement pourvu que n ne soit pas trop proche de σ (voir la formule (4.12)),
il n’en est pas de meˆme pour une orbite en fer a` cheval. Comme nous le montrons dans [ 5 ], il
faut, dans ce cas, prendre en compte un grand nombre de termes pour que la solution obtenue
par de´veloppement de Fourier approxime convenablement la rotation de Janus ou d’Epime´the´e.
Une deuxie`me difficulte´, intrinse`que a` la re´sonance coorbitale, vient ici s’ajouter. Admettons que
le de´veloppement du second membre de (4.10) soit de la forme :
sin (nt+B(νt)) =
∑
|k|≤N
αk sin(nt+ kνt) (4.11)
la solution force´e s’e´crira alors :
y(t) = 2eσ2
∑
|k|≤N
αk
sin(nt+ kνt)
σ2 − (n+ kν)2 . (4.12)
Mais ν e´tant tre`s petit devant n, toutes les harmoniques de l’expression ci-dessus ont des fre´quences
tre`s proches, et leur identification dans les donne´es observationnelles de la libration en longitude
ne´cessitera que ces dernie`res soient d’une grande pre´cision, en tous cas bien au-dela` de la pre´cision
des mesures fournies par la sonde Cassini. Comme je l’ai signale´ plus haut, on constate e´galement
que quand n et σ sont proches, les diviseurs qui apparaissent dans l’expression (4.12) peuvent eˆtre
8. Nous ne faisons pas l’approximation a/r = 1 dans [ 5 ] et nous y montrons que les excentricite´s de Janus et
d’Epime´the´e varient avec une pe´riode d’environ 2700 ans.
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petits, voire nuls. Cette situation qui est susceptible de se pre´senter dans le cas d’Epime´the´e est
aborde´e dans [ 6 ] et sera e´voque´e au paragraphe 4.2.3.
Si la petitesse de la fre´quence coorbitale ν devant n induit les difficulte´s signale´es ci-dessus, on
peut en tirer avantage en de´veloppant la solution force´e recherche´e en puissance du petit parame`tre
 = ν/n. La solution quasi-pe´riodique recherche´e ayant pour fre´quences fondamentales n et ν, elle
peut s’e´crire sous la forme y(t) = F (nt, νt), ou` F (θ1, θ2) est une fonction 2pi-pe´riodique en θ1 et
θ2. L’e´quation diffe´rentielle (4.10) devient alors :
∂2y
∂θ21
+ 2
∂2y
∂θ1∂θ2
+ 2
∂2y
∂θ22
= 2e
(σ
n
)2
sin (nt+B(νt)) . (4.13)
L’injection du de´veloppement en puissance de  de la solution cherche´e dans cette e´quation, le
regroupement des termes de meˆme degre´ en , et enfin la re´solution successive des e´quations
diffe´rentielles line´aires ainsi obtenues, conduisent a` l’expression de la solution force´e. A l’ordre 1
en ν/n, ce proce´de´ nous donne :
y(t) =
2eσ2
σ2 − n2
(
1 + 2
n2
σ2 − n2B
′(νt)
)
sin (nt+B(νt)) +O(2), (4.14)
B′ e´tant la de´rive´e de B. Cette formulation, tre`s compacte, posse`de au moins deux avantages.
D’une part, sa simplicite´ lui permet de bien mieux se preˆter a` un ajustement aux observations que
ne le ferait la solution de´veloppe´e en se´rie de Fourier. D’autre part, l’interpre´tation des diffe´rents
termes la constituant permet de savoir si le de´phasage observe´ par Tiscareno et al. (2009) est duˆe,
ou non, a` l’influence du mouvement coorbital sur la libration de Janus. Rappelons que ces auteurs
ont estime´ en 2009 que Janus, dont la rotation semblait eˆtre synchrone, ne voyait pas le grand
axe de son ellipso¨ıde pointer vers Saturne lors de son passage au pe´ricentre, mais plutoˆt vers une
direction qui s’en e´cartait d’environ 5.3◦. Afin d’estimer ce de´phasage, il suffit de soustraire a` y le
terme
f − λ = 2e sin (nt+B(νt)) +O(e2), (4.15)
ce qui permet de repe´rer l’orientation du grand axe du satellite par rapport a` la direction Saturne-
satellite. D’ou` l’expression de cet angle d’orientation note´ y˜ :
y˜(t) =
2en2
σ2 − n2
(
1 + 2
n2
σ2 − n2B
′(νt)
)
sin (nt+B(νt)) +O(2). (4.16)
Si l’on ne´glige le terme de taille  tout en figeant les variations de B, on retrouve la solution
classique de la libration en longitude d’un corps sur une orbite ke´ple´rienne d’excentricite´ e. D’apre`s
les donne´es du tableau 4.1, l’amplitude de cette libration est d’environ 1.1◦ degre´s. On sait que,
quand le satellite passe au pe´ricentre de son orbite ke´ple´rienne, son grand axe est oriente´ vers la
plane`te, donc que y˜ y est e´gal a` ze´ro (ou pi). Si on prend en compte les variations a` long terme
de la phase B, toujours en ne´gligeant les terme en , il existera un passage au pe´ricentre pour
lequel B sera proche de son maximum 9, c’est a` dire 38◦ pour Janus. La valeur de y˜ y sera donc
maximale, et le de´phasage sera majore´ par 0.7◦. L’ajout du terme de taille  ne modifiera que tre`s
peu cette valeur : comme pour Janus |B′| < 0.45, ce terme affectera l’amplitude de la libration
d’au plus 0.03%. Nous sommes donc tre`s loin des 5.3◦ invoque´s par Tiscareno et al. (2009). Dans
[ 5 ] nous avons mode´lise´ d’autres effets pouvant conduire a` ce de´phasage, telle une dissyme´trie
du corps mode´lise´e par des harmoniques d’ordre 3, ou encore les dissipations de mare´e, mais les
re´sultats obtenus e´taient toujours bien infe´rieurs a` la valeur recherche´e. Bien qu’un peu frustrant,
ceci est finalement rassurant puisqu’il n’y a, en re´alite´, pas de de´viation mesurable. Dans l’article
de Thomas et al. (2013), il n’est plus fait mention du de´phasage en question, Matthew Tiscareno
ayant meˆme pre´cise´ lors d’une discussion en marge d’un colloque 10 que ce de´phasage n’apparaissait
plus en prenant en compte les dernie`res observations de la sonde Cassini. Cette fausse piste a au
9. A condition que ν et n ne soient pas commensurables.
10. EGU 2011
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moins le me´rite de nous avoir incite´s a` de´velopper un mode`le de rotation de Janus et d’Epime´the´e
publie´ dans [ 5 ], de l’avoir e´tendu dans [ 6 ] aux quatre autres satellites troyens de Saturne, et
d’avoir obtenu, avec Alexandre Corrreia, les re´sultats bien plus ge´ne´raux que j’ai pre´sente´s au
paragraphe 4.1.
4.2.3 Rotation au voisinage de l’e´quilibre
Au cours de son voyage dans le syste`me de Saturne, la sonde Cassini a` effectue´ un grand
nombre d’observations des satellites de la plane`te, dont les satellites coorbitaux et troyens de
Saturne. Les quatre derniers e´tant de tre`s petits corps, leur plus grand diame`tre e´tant de l’ordre
de la trentaine des kilome`tres pour He´le`ne, Te´lesto et Calypso et voisin de deux kilome`tres pour
Polydeuces (Porco et al., 2007; Thomas, 2010), les seules donne´es disponibles avant les travaux
de Thomas et al. (2013) e´taient celles des longueurs des trois axes des ellipso¨ıdes mode´lisant
leurs formes. A partir de ces donne´es, et en supposant les corps homoge`nes, il est possible de
remonter a` leurs moments d’inertie et donc a` la fre´quence σ caracte´risant leur libration autour de
la synchronisation 11. L’incertitude sur ces valeurs e´tant e´leve´e, de l’ordre de plusieurs dizaines de
pourcents, il e´tait possible, suivant les satellites, que σ ait e´te´ proche de n ou de n/2 (voit tableau
4.1). Ce sont ces cas, particulie`rement inte´ressants d’un point de vue dynamique que nous avons
e´tudie´s dans [ 6 ]. En voici un re´sume´ succinct.
Si ces re´sonances secondaires, ici commensurabilite´s entre σ et n, enrichissent la dynamique
en modifiant profonde´ment la topologie de l’espace des phases, elles compliquent grandement la
recherche des solutions du proble`me puisque les expressions (4.12) et (4.14) de la rotation force´e
divergent dans le cas de la re´sonance 1:1. Pour la re´sonance 2:1 (2σ = n), cette expression reste
valable, mais d’autres solutions quasi-pe´riodiques de fre´quences n et ν existent a` proximite´ de
celle-ci. Dans l’espoir de de´crire syste´matiquement la structure de l’espace des phases, au moins
pour de petites librations au voisinage de la rotation synchrone, et e´galement les bifurcations
rencontre´es au voisinage des re´sonances secondaires, il convient de recourir a` une me´thode un peu
moins artisanale que celle employe´e au paragraphe 4.2.2.
Une manie`re efficace de re´aliser l’e´tude souhaite´e est d’utiliser les me´thodes standards de la
the´orie des perturbations hamiltonienne. Sans entrer dans les de´tails, on peut voir l’e´quation (4.1)
comme provenant du syste`me hamiltonien non autonome :
H(x,X, t) =
X2
2
− σ
2
4
(1 +
√
µh(nt, νt)) cos 2x− n√µ g(nt, νt)X, (4.17)
ou` (x,X) = (θ − f, θ˙ − n), µ est le rapport de la somme des masses des satellites sur celle
de Saturne 12 et h et g sont deux fonctions quasi-pe´riodiques dont les fre´quences fondamentales
sont n et ν = O(√µ). Dans un voisinage de l’origine des coordonne´es (x = X = 0), cette dernie`re
n’e´tant un point fixe que si µ = 0, les trajectoires re´gulie`res sont des trajectoires quasi-pe´riodiques
ayant trois fre´quences fondamentales : les deux fre´quences orbitales n et ν et une troisie`me, proche
de σ qui de´pend de la distance a` l’origine. Ces orbites a` trois fre´quences s’enroulent autour d’une
autre orbite ne de´pendant que des deux fre´quences orbitale n et ν : l’orbite force´e e´tudie´e au
paragraphe pre´ce´dent. Dans les cas les plus simples, quand n/σ est loin d’eˆtre un entier, cette
orbite, qui est unique, s’obtient par une translation (de´pendant quasi-pe´riodiquement du temps)
sur les coordonne´es (x,X) de manie`re a` ce que l’origine des nouvelles coordonne´es soit un point
fixe du syste`me. Pour re´aliser cette ope´ration, il convient d’e´liminer du Hamiltonien (4.17) le
terme n
√
µ g(nt, νt)X, ce qui revient a` chercher la solution quasi-pe´riodique de (4.10) ayant pour
fre´quences fondamentales n et σ. C’est donc sans surprise que nous obtenons la solution force´e sous
une forme semblable a` (4.14). L’application de cette formule aux donne´es du tableau 4.1 conduit a`
une majoration des amplitudes de libration autour de la rotation synchrone des Satellites troyens
11. On retrouve ces valeurs dans le tableau 4.1
12. Dans l’approximation conduisant au hamiltonien (4.17) on suppose que l’excentricite´ de l’orbite et le rapport
des masses sont du meˆme ordre. Cette hypothe`se dont on peut tre`s bien se passer permet de n’introduire qu’un seul
petit parame`tre.
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He´le`ne, Te´lesto, Calypso et Polydeuces (Table 2 de [ 6 ]), valeurs confine´es par Thomas et al.
(2013), dans la limite de la pre´cision des observations Cassini, pour ces 3 premiers satellites.
Au voisinage de l’orbite force´e, la fre´quence de libration autour de la rotation synchrone
est proche de σ, cette dernie`re fre´quence ayant e´te´ choisie loin d’une commensurabilite´ d’ordre
faible avec n, aucune re´sonance significative entre ces deux fre´quences ne surviendra au voisinage
de l’origine. Les variations lentes, dues a` la re´sonance coorbitale, n’engendrent pas non plus de
re´sonance significative. En effet, les rapports n/ν et σ/ν sont d’ordre
√
µ, quantite´ qui avoisine des
valeurs proches de 1000 pour les quatre satellites de Saturne e´tudie´s 13, ce qui e´carte la` encore, toute
possibilite´ de re´sonance significative. La dynamique est donc globalement re´gulie`re, a` l’exception
de petites re´gions tre`s confine´es ou` agissent des re´sonances d’ordre e´leve´, et peut eˆtre de´crite
analytiquement par une re´duction du hamiltonien (4.17) a` une forme normale, comme nous l’avons
fait dans [ 6 ].
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Figure 4.5 – Portaits de phase du hamiltonien (4.17) pour σ/n = 1 en (a) et σ/n = 1.013 pour (c). L’effet de
la re´sonance coorbitale n’est pas pris en compte. Figures (b) et (d) : fre´quence de rotation f autour du ou des
points fixes mesure´e le long du segment vertical x = 0. Figure (e) : zoom de la figure (d) en prenant en compte le
troisie`me degre´ de liberte´ lie´ au mouvement coorbital. On constate l’apparition de zones chaotiques engendre´es par
les re´sonances entre f et ν.
La situation est bien plus riche au voisinage d’une re´sonance secondaire, en particulier quand
le rapport n/σ est proche d’un petit entier. Dans ce cas, l’orbite force´e n’est plus ne´cessairement
unique et il existe une valeur critique de σ, qui de´pend de la re´sonance conside´re´e, pour laquelle
naissent d’autres familles d’orbites quasi-pe´riodiques. Un exemple en est donne´ par la figure 4.5
qui illustre cette bifurcation dans le cas de la re´sonance 1:1 entre σ et n.
Afin de repre´senter plus clairement le phe´nome`ne, les perturbations a` longue pe´riode en-
gendre´es par la re´sonance coorbitale ont e´te´ fige´es, ce qui correspond a` placer les trois corps sur
une configuration e´quilate´rale de Lagrange. Le proble`me ainsi ramene´ a` deux degre´s de liberte´,
13. Probablement bien plus pour Polydeuces.
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son portrait de phase peut eˆtre visualise´ par ite´ration du flot au temps 2pi/n (pe´riode orbitale)
du hamiltonien (4.17). Ainsi obtenus, les portraits de phase au voisinage de l’origine rapporte´ aux
coordonne´es (x, x˙) sont pre´sente´s en (a) pour σ = n et en (c) pour σ = 1.013n.
Le seul point fixe pre´sent sur la figure (a) est associe´ a` l’orbite force´e qui ici est pe´riodique
puisque les mouvements lents sont fige´s. A l’inverse du cas non re´sonant, ce point fixe est assez
e´loigne´ de l’origine, indiquant une grande amplitude de libration autour de la synchronisation.
En supposant que la dynamique soit re´gulie`re, les trajectoires entourant le point fixes sont quasi-
pe´riodiques de fre´quences fondamentales n et f , cette dernie`re fre´quence e´tant trace´e sur la figure
(b) ou` elle est calcule´e le long de la droite (0, x˙).
Pour σ = 1.013n, figure (c), le portrait de phase change conside´rablement, puisqu’un nouveau
couple de points fixes apparaˆıt (un stable et l’autre instable), se´parant ainsi l’espace des phases
en trois re´gions de libration distinctes. La position des se´paratrices issues du point hyperbolique
est marque´e par les sauts en fre´quences de la figure (d), ou` f est repre´sente´e en fonction de x˙
pour x = 0. Au voisinage des se´paratrices, cette dernie`re fre´quence tend vers ze´ro, ce qui a une
conse´quence dynamique fort inte´ressante. En effet, si l’on conside`re maintenant la perturbation de
fre´quence ν engendre´e par la re´sonance coorbitale, le rapport ν/f reste ge´ne´ralement e´leve´, pour
σ = n (figures (a) et (b)) on a toujours f > 7ν, et aucune re´sonance significative n’est pre´sente.
Mais ceci n’est plus vrai a` proximite´ des se´paratrices, comme le montre la figure (e) qui repre´sente,
dans le proble`me perturbe´, les valeurs de la fre´quence f dans un domaine incluant les se´paratrices
autour desquelles on observe de larges zones chaotiques bordant les re´sonances marque´es par
des plateaux. Le meˆme type de comportement chaotique existe au voisinage d’autres re´sonances
secondaires tels la 1:2 ou la 1:3, les bifurcations associe´es a` la premie`re re´sonance sont de´taille´es
dans [ 6 ].
L’analyse des observations d’He´le`ne, Te´lesto et Calypso par la sonde Cassini (Thomas et al.,
2013) semble montrer que les librations de ces satellites autour de la rotation synchrone sont de
faible amplitude, re´sultats que nous avons e´galement obtenus en faisant l’hypothe`se que n et σ
n’e´taient pas commensurables, ce qui rend tre`s improbable le fait que ces satellites soient actuel-
lement pie´ge´s dans une des re´sonances e´tudie´es dans ce paragraphe. Mais il n’est pas impossible
qu’ils l’aient e´te´ au cours de leur histoire.
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Chapitre 5
Quelques extensions possibles
Les travaux et me´thodes que j’ai pre´sente´s dans ce me´moire peuvent eˆtre prolonge´s de diverses
manie`res et applique´s a` diffe´rents types de proble`mes. Certaines de ces extensions ont de´ja` e´te´
sugge´re´es dans le chapitre pre´ce´dent, d’autres moins e´videntes vont eˆtre de´veloppe´es ici.
5.1 Quelques travaux the´oriques
5.1.1 Conjecture sur la terminaison des familles anti-Lagrange et Euler
J’ai pre´sente´ au paragraphe 2.3.4 une conjecture dans laquelle je propose que les familles d’or-
bites anti-Lagrange et d’Euler du type L3 co¨ıncident quand leur excentricite´ tend vers 1. Il semble
tre`s de´licat d’aborder ce proble`me de manie`re nume´rique puisque l’orbite vers laquelle sont sense´es
converger ces deux familles est une orbite pour laquelle les trois corps entrent simultane´ment en
collision. Il paraˆıt plus raisonnable de traiter cette question d’un point de vue the´orique en par-
tant directement de la varie´te´ de collision triple en s’inspirant, par exemple, des travaux Moeckel
(1981) sur les orbites passant infiniment pre`s de la collision triple.
5.1.2 Les bifurcations verticales
Un autre type de prolongement assez voisin de celui-ci, mais probablement plus directement
accessible, consiste en l’e´tude des orbites pe´riodiques verticales issues des configurations de La-
grange circulaire. L’e´quation aux variations verticales, aborde´e au paragraphe 2.2.3 et un peu plus
de´taille´e dans [ 1 ] ou` nous montrons que la partie quadratique verticale du hamiltonien moyen est
identiquement nulle, est fortement de´ge´ne´re´e comme le montre la formule (2.19). Cette situation
impose donc une analyse minutieuse des termes de degre´s 4 du hamiltonien moyen si l’on veut
comprendre les e´ventuelles bifurcations pouvant donner lieu a` des orbites verticales remarquables.
Des exemples de ce type de comportement particulier dans la direction verticale ont e´te´ fournis,
entre autre, par Jorba (2000) dans le cadre du proble`me restreint bicirculaire des 4-corps, par Per-
dios et Zagouras (1991) et Marchal (2009) dans le proble`me restreint quasi-circulaire des 3-corps,
et e´galement par Chenciner et Fe´joz (2008) dans le cadre du proble`me des 3-corps a` masses e´gales
(pour des masses e´gales les configurations de Lagrange sont instables, voir paragraphe 2.2.3). On
peut e´galement se demander si pour de grandes inclinaisons l’orbite verticale, qui est a priori nor-
malement elliptique pour des inclinaisons voisines de ze´ro, bifurque, comme l’ont montre´ Jefferys
et Moser (1966) dans le proble`me plane´taire se´culaire des 3-corps ou`, pour une inclinaison voisine
de 39◦ (voir Libert et Henrard, 2007, pour plus de pre´cisions sur cette valeur critique) cette orbite
donne naissance a` un triplet d’orbites pe´riodiques.
5.1.3 Existence d’orbites quasi-pe´riodiques du type fer a` cheval
Une application, beaucoup moins imme´diate mais tout aussi naturelle, du formalisme pre´sente´
au chapitre 2 consiste en la de´monstration de l’existence d’orbites quasi-pe´riodiques dans le do-
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maine des fers a` cheval a` l’aide de la the´orie KAM. L’ide´e provient du fait qu’a` une transformation
canonique pre`s 1, le hamiltonien du proble`me des 3-corps en re´sonance coorbitale se de´compose en
la somme de trois parties : la premie`re correspondant au hamiltonien d’un proble`me de Kepler,
la deuxie`me donne´e par le hamiltonien H0 e´tudie´e au paragraphe 2.3.2, et la dernie`re e´tant une
perturbation ayant pour partie principale le hamiltonien quadratique (2.31). En montrant a` l’aide
de KAM que certaines orbites quasi-pe´riodiques du hamiltonien inte´grable donne´ par la somme
des deux premie`res parties sont conserve´es sous l’effet de la perturbation, on arrive au re´sultat
escompte´. Une des originalite´s de ce travail, entrepris avec Laurent Niederman, re´side dans le
fait que, contrairement aux situations classiques des applications de KAM en me´canique ce´leste,
comme le proble`me plane´taire quasi-circulaire ou le proble`me restreint au voisinages des points
de Lagrange L4 et L5, la partie inte´grable du proble`me ne posse`de pas de syste`me de variable
explicite, ce qui complique singulie`rement les choses.
5.2 Exoplane`tes coorbitales ?
Un autre domaine d’application et d’extension des re´sultats pre´sente´s dans ce me´moire est
celui des exoplane`tes.
En effet, certains mode`les de formation montrent que les fre´quentes collisions et rencontres
proches entre plane`tes ou embryons plane´taires conduisent a` des accre´tions ou a` des captures
en re´sonance coorbitale (Cresswell et Nelson, 2006). Cresswell et Nelson (2008) estiment qu’en-
viron 30% des leurs simulations conduisent a` la naissance d’un couple de plane`tes coorbitales
dynamiquement stable. Ces auteurs montrent e´galement que dans la majeure partie des cas les
excentricite´s des coorbitales restent de l’ordre de quelques centie`mes et que leur amplitude de
libration au voisinage de configurations e´quilate´rales reste mode´re´e (Cresswell et Nelson, 2009).
Bien que les coorbitaux semblent eˆtre une conse´quence des processus de formation des syste`mes
plane´taires, aucun couple coorbital n’a encore e´te´ de´couvert. On peut e´voquer deux raisons prin-
cipales a` cela : l’impossibilite´ actuelle de de´tecter un tel syste`me et le fait que ces syste`mes
plane´taires ne soient pas si fre´quents qu’il n’y paraisse. Si aucun troyen n’a e´te´ observe´ par ana-
lyse des donne´es de transit Kepler, Janson (2013) montre que la majeure partie des syste`mes
coorbitaux e´chappe aux me´thodes d’analyse de TTV issues des observations de la mission Ke-
pler. De manie`re similaire, a` partir de l’analyse des variations de la vitesse radiale d’une e´toile, il
est difficile de distinguer un syste`me coorbital de deux plane`tes en re´sonance 2:1 et meˆme d’une
seule plane`te gravitant sur une orbite a` forte excentricite´ (voir Giuppone et al., 2012). En ce qui
concerne la fre´quence des plane`tes coorbitales, Pierens et Raymond (2014) amoindrissent quelque
peu la conclusion de Cresswell et Nelson (2008) en montrant que l’effet diffe´rentiel de la lacune
cre´e dans le disque par le couple de plane`tes tend, sous certaines hypothe`ses, a` e´jecter les corps de
la re´sonance 1:1. Les syste`mes dont les deux composantes sont de meˆme masse seraient les plus
sujets a` ce type d’instabilite´. Il semblerait e´galement, d’apre`s Rodr´ıguez et al. (2013), que les de
forts effets de mare´e subis par les syste`mes coorbitaux proches de leur e´toile tendraient a` faire
augmenter leur amplitude de libration dans la re´sonance 1:1 jusqu’a` leur sortie de la re´sonance.
Ce phe´nome`ne, s’il e´tait confirme´ (voir ci-dessous), limiterait e´galement la proportion de plane`tes
troyennes poches de leur e´toile.
La recherche des syste`mes plane´taires coorbitaux ne´cessite, pour qu’elle soit efficace, une
bonne connaissance de leur ge´ome´trie ainsi que l’utilisation d’outils d’analyse des observations
adapte´s a` la re´sonance 1:1. Je propose donc trois axes de recherche comple´mentaires qui sont : la
de´termination des configurations stables en fonction des masses plane´taires, le de´veloppement des
me´thodes de´die´es a` la de´tection de syste`mes coorbitaux et une extension des travaux pre´sente´s au
chapitre 4 portant sur la rotation des corps en re´sonance coorbitale.
Une premie`re e´tape consiste a` caracte´riser le type d’orbite (voisine de Lagrange, fer a` cheval,
quasi-satellite, autres) que l’on peut rencontrer le plus fre´quemment en fonction de la valeur des
1. Celle qui moyenne le proble`me a` l’ordre un des masses.
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masses plane´taires par rapport a` celle de l’e´toile. Bien suˆr, le terrain a` de´ja` e´te´ de´friche´, nous
savons en particulier que :
— Plus les masses et les excentricite´s plane´taires sont grandes, plus la taille des re´gions stables
entourant les configurations de Lagrange se re´duit (voir Gascheau, 1843; Danby, 1964;
Roberts, 2002; Nauenberg, 2002).
— Pour de faibles excentricite´s les orbites en fer a` cheval ne sont stables que si les plane`tes sont
de masse infe´rieure a` une quantite´ de l’ordre de la masse de Saturne (Laughlin et Chambers,
2002; Dvorak, 2006) et que la fraction de l’espace des phases contenant les orbites en
fer a` cheval augmente au de´triment des trajectoires librations autour des configurations
e´quilate´rales de Lagrange (tadpole) a` mesure que l’on diminue la valeur de la somme des
masses des plane`tes 2 (Dermott et Murray, 1981).
— A grande excentricite´, il semble d’apre`s Giuppone et al. (2010) qu’au moins pour des
plane`tes aussi massives que Jupiter, les orbites pre´ce´dentes soient replace´es presque inte´gra-
lement par des trajectoires de type quasi-satellite pour lesquelles la diffe´rence des longitudes
moyennes libre autour de 0 (voir Namouni, 1999 pour le proble`me restreint et e´galement
Nauenberg (2002) et Funk et al. (2011) dans le cas plane´taire). Mais qu’en est-il pour des
masses plus faibles ?
Notons enfin que ces re´sultats ont tous e´te´ obtenus dans le cas d’un syste`me plane´taire coplanaire
et qu’a` ma connaissance, aucune e´tude syste´matique de la stabilite´ d’un couple plane´taire coorbital
incline´ n’est encore publie´e.
5.2.1 Stabilite´ des syste`mes coorbitaux
Pour les petites excentricite´s, des conclusions comple´mentaires pourront eˆtre obtenues graˆce
au formalisme pre´sente´ au chapitre 2 aide´ de simulations nume´riques cible´es. Pour les plus grandes
excentricite´s la situation est plus floue, et si nous supposons que les plane`tes ne sont pas copla-
naires, tout reste a` faire. Une solution consiste a` effectuer des simulations nume´riques dans le
meˆme esprit que celles pre´sente´es au chapitre 3 dont l’analyse des donne´es (de´termination des
fre´quences fondamentales ou autres e´le´ments propres) s’appuie sur des outils analytiques comme
ceux obtenus au paragraphe 2.3.4 par construction de forme normale de Birkhoff. Ces techniques
de normalisation, qui s’appliquent directement dans un grand voisinage des e´quilibres e´quilate´raux
de Lagrange (voir [ 1 ]), sont e´galement en cours de de´veloppement pour les quasi-satellites dans
la the`se d’Alexandre Pousse. Pour les orbites en fer a` cheval la situation est, pour le moment, bien
moins claire. En ce qui concerne le proble`me incline´, quelques pistes ont de´ja` e´te´ e´voque´es plus
haut.
5.2.2 De´tection des syste`mes coorbitaux
Conjointement a` ces e´tudes de stabilite´, il convient de de´velopper des me´thodes de´die´es a` la
de´tection de syste`mes coorbitaux par le biais de l’e´tude de la vitesse radiale de l’e´toile les abritant.
C’est en effet pour cette technique d’observation, employe´e depuis une vingtaine d’anne´es, que
l’accumulation temporelle des donne´es est la plus grande, ce qui permettrait dans les meilleurs
cas, d’acce´der a` la fre´quence de libration dans la 1:1, et par ce biais aux masses plane´taires
ainsi qu’a` l’amplitude de libration dans la re´sonance. En se basant sur la description analytique
du mouvement des coorbitaux de´veloppe´e dans [ 1 ] et de´crite au chapitre 2, il est possible de
construire un mode`le de vitesse radiale de´pendant explicitement des parame`tres du syste`me 3. Un
ajustement de ce mode`le a` des donne´es d’observations concre`tes devrait permettre de de´masquer
un e´ventuel couple de plane`tes en re´sonance 1:1. Ce travail est actuellement en cours dans le cadre
de la the`se d’Adrien Leleu pour le mode`le quasi-circulaire associe´ au hamiltonien (2.30). Une fois
2. On peut suppose´ que ceci est e´galement ve´rifie´ pour de grandes excentricite´s, bien que je ne connaisse aucun
article qui le mentionne explicitement.
3. A partir de la formulation analytique propose´e dans [ 1 ], Vokrouhlicky´ et Nesvorny´ (2014) montrent quelle
est la forme des TTV engendre´es par un syste`me coorbital sur une orbite en fer a` cheval.
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effectue´e la ge´ne´ralisation de ce mode`le au cas excentrique, on peut espe´rer qu’elle de´bouchera sur
une caracte´risation pre´cise de la variation de la vitesse radiale induite par un syste`me coorbital
ge´ne´ral.
5.2.3 Rotation des coorbitaux
Le troisie`me axe de recherche concerne la rotation des troyens et ses e´ventuelles implications
sur la dynamique orbitale par le biais des effets de mare´e. J’ai explique´ au paragraphe 4.1 de
quelle manie`re pouvaient apparaˆıtre des rotations super et sub-synchrones dans certains syste`mes
coorbitaux quasi-circulaires. Ce re´sultat peut s’e´tendre de plusieurs manie`res. La ge´ne´ralisation la
plus e´vidente consiste a` prendre en compte les excentricite´s. Dans ce cas, de´ja` aborde´ par Leleu
et al. (2014), la rotation synchrone, mais e´galement toutes les autres re´sonances spin-orbit, voient
leurs ıˆles de libration se de´multiplier. Ce me´canisme e´tant essentiellement duˆ a` la pre´sence d’une
fre´quence petite par rapport au moyen mouvement mais pas ne´gligeable, doit pouvoir eˆtre e´tendu
a` des situations ou les deux plane`tes sont dans une autre re´sonance orbitale que la 1:1.
Une autre extension consiste a` conside´rer le cas ou l’axe de rotation du corps n’est plus
ne´cessairement dans son plan orbital. La prise en compte de l’obliquite´, qui augmente certainement
la taille des zones chaotiques engendre´es par le recouvrement des re´sonances de´crit en 4.1, peut
aussi conduire a` un autre phe´nome`ne inte´ressant : la possibilite´ de re´sonances entre la fre´quence
de pre´cession et la fre´quence coorbitale, conduisant ainsi a` un nouveau type d’e´tat de Cassini.
5.2.4 Effets de mare´e et re´sonance coorbitale
Le dernier point concerne les effets de mare´e en re´sonance coorbitale. J’ai montre´ au para-
graphe 4.1 comment des dissipations de mare´e pouvaient conduire a` des captures en re´sonance
spin-orbit le´ge`rement non synchrone. On peut se demander dans quelle mesure cette absence de
synchronisation peut modifier les re´sultats obtenus par Rodr´ıguez et al. (2013) sur l’instabilite´
orbitale des syste`mes coorbitaux proches de leur e´toile. Plus qu’une simulation nume´rique, la mise
au point d’un mode`le analytique moyen des effets de mare´e sur la rotation et la dynamique orbitale
des corps en re´sonance 1:1 devrait permettre de re´pondre et cette question.
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